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य़JT CPPL IBT B TUSBJHIUGPSXBSE HPBM� UP UFBDI ZPV IPX UP FOHBHF XJUI NBUIFNBUJDT�
-FUT VOQBDL UIJT� #Z ۠NBUIFNBUJDTۡ * NFBO UIF VOJWFSTF PG CPPLT QBQFST UBMLT BOE

CMPH QPTUT UIBU DPOUBJO UIF NFBU PG NBUIFNBUJDT� GPSNBM EFOJUJPOT UIFPSFNT QSPPGT
DPOKFDUVSFT BOE BMHPSJUINT� #Z ۠FOHBHFۡ * NFBO UIBU GPS BOZ NBUIFNBUJDBM UPQJD ZPV
IBWF UIF DPHOJUJWF UPPMT UP NBLF QSPHSFTT UPXBSE VOEFSTUBOEJOH UIBU UPQJD� * XJMM ۠UFBDIۡ
ZPV CZ JOUSPEVDJOH ZPV UPۘPS IBWJOH ZPV SFWJTJUۘB CSPBE GPVOEBUJPO PG UPQJDT BOE UFDI�
OJRVFT UIBU TVQQPSU UIF SFTU PG NBUIFNBUJDT� * TBZ ۠XJUIۡ CFDBVTF NBUIFNBUJDT SFRVJSFT
BDUJWF QBSUJDJQBUJPO�

8F XJMM EFOF BOE TUVEZ NBOZ CBTJD PCKFDUT PG NBUIFNBUJDT TVDI BT QPMZOPNJBMT
HSBQIT BOE NBUSJDFT� .PSF JNQPSUBOUMZ *MM FYQMBJO IPX UP UIJOL BCPVU UIPTF PCKFDUT
BT TFBTPOFE NBUIFNBUJDJBOT EP� 8F XJMM FYBNJOF UIF IJFSBSDIJFT PG NBUIFNBUJDBM BC�
TUSBDUJPO BMPOH XJUI NBOZ PG UIF TPॏFS TLJMMT BOE JOTJHIUT UIBU DPOTUJUVUF ۠NBUIFNBUJDBM
JOUVJUJPO�ۡ "MPOH UIF XBZ XFMM IFBS UIF WPJDFT PG NBUIFNBUJDJBOTۘCPUI GBNPVT IJTUPS�
JDBM HVSFT BOE NZ GSJFOET BOE DPMMFBHVFTۘUP QBJOU B QJDUVSF PG NBUIFNBUJDT BT CPUI B
NFTTZ BNBMHBN PG DPNQFUJOH JEFBT BOE QSFGFSFODFT BOE B TUPSZ XJUI EFMJHIUGVMMZ TVS�
QSJTJOH UXJTUT BOE DPOOFDUJPOT� *O UIF FOE * XJMM TIPX ZPV IPX NBUIFNBUJDJBOT UIJOL
BCPVU NBUIFNBUJDT�

4P XIZ XPVME TPNFPOF MJLF ZPV� XBOU UP FOHBHF XJUI NBUIFNBUJDT .BOZ TPॏXBSF
FOHJOFFST FTQFDJBMMZ UIF TPSU XIP MJLF UP QVTI UIF MJNJUT PG XIBU DBO CF EPOF XJUI QSP�
HSBNT FWFOUVBMMZ SFBMJ[F B EFFQ USVUI� NBUIFNBUJDT VOMPDLT B MPU PG DPPM OFX QSPHSBNT�
य़FTF BSF USVMZ OPWFM QSPHSBNT� य़FZ XPVME TJNQMZ CF JNQPTTJCMF UP XSJUF 	JG OPU JODPO�
DFJWBCMF�
 XJUIPVU NBUIFNBUJDT� य़BU JODMVEFT QSPHSBNT JO UIJT CPPL BCPVU DSZQUPHSB�
QIZ EBUB TDJFODF BOE BSU CVU BMTP UP NBOZ SFWPMVUJPOBSZ UFDIOPMPHJFT JO JOEVTUSZ TVDI
BT TJHOBM QSPDFTTJOH DPNQSFTTJPO SBOLJOH PQUJNJ[BUJPO BOE BSUJDJBM JOUFMMJHFODF� "T
JNQPSUBOUMZ B XFBMUI PG PQQPSUVOJUZ NBLFT QSPHSBNNJOH NPSF GVO� 5P RVPUF 3BOEBMM
.VOSPF JO IJT 9,$% DPNJD 'PSHPU "MHFCSB ۠य़F POMZ UIJOHT ZPV )"7& UP LOPX BSF
IPX UP NBLF FOPVHI PG B MJWJOH UP TUBZ BMJWF BOE IPX UP HFU ZPVS UBYFT EPOF� "MM UIF
GVO QBSUT PG MJGF BSF PQUJPOBM�ۡ *G ZPV XBOU ZPVS DBSFFS UP HSPX CFZPOE TIVਗ਼JOH EBUB
BSPVOE UP NFFU BSCJUSBSZ CVTJOFTT HPBMT ZPV TIPVME MFBSO UIF UPPMT UIBU FOBCMF ZPV UP
XSJUF QSPHSBNT UIBU DBQUJWBUF BOE EFMJHIU ZPV� .BUIFNBUJDT JT POF PG UIPTF UPPMT�

1SPHSBNNFST BSF JO B QSJWJMFHFE QPTJUJPO UP FOHBHF XJUI NBUIFNBUJDT� :PVS DPNGPSU
� )PQFGVMMZ ZPVSF B QSPHSBNNFS� PUIFSXJTF UIF UJUMF PG UIJT CPPL NVTU IBWF TVSFMZ DBVTFE B QBOJD B॒BDL�
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XJUI GVODUJPOT MPHJD BOE QSPUPDPMT HJWFT ZPV BO JOUVJUJWF GBNJMJBSJUZ XJUI CBTJD UPQJDT
TVDI BT CPPMFBO BMHFCSB SFDVSTJPO BOE BCTUSBDUJPO� :PV DBO SFMZ PO UIJT UP NBLF NBUI�
FNBUJDT MFTT GPSFJHO QSPHSFTTJOH BMM UIF GBTUFS UP NPSF OVBODFE BOE TUJNVMBUJOH UPQJDT�
#Z DPOUSBTU NPTU FEVDBUJPOBM NBUI DPOUFOU JT GPS TUVEFOUT XJUI OP CBDLHSPVOE� 4VDI
DPOUFOU GPDVTFT PO SPUF FYFSDJTFT BOE QBTTJOH UFTUT� य़JT CPPL XJMM PNJU NPTU PG UIBU�
1SPHSBNNJOH BMTP BMMPXT NF UP QSPWJEF JNNFEJBUF BQQMJDBUJPOT UIBU HSPVOE UIF BCTUSBDU
JEFBT JO DPEF� *O FBDI DIBQUFS XFMM GBTIJPO PVS NBUIFNBUJDBM EFTJHOT JOUP B QSPHSBN ZPV
DPVMEOU IBWF XSJ॒FO CFGPSF� "MM QSPHSBNT BSF XSJ॒FO JO 1ZUIPO �� य़F DPEF JT BWBJMBCMF
PO (JUIVC� XJUI B EJSFDUPSZ GPS FBDI DIBQUFS�

"MM UPME UIJT CPPL JT OPU B UFYUCPPL� * XPOU ESJMM ZPV XJUI FYFSDJTFT UIPVHI ESJMMT IBWF
UIFJS QMBDF� 8F XPOU CVJME VQ BOZ QBSUJDVMBS FME PG NBUIFNBUJDT GSPN TDSBUDI� य़PVHI
XFMM WJTJU DBMDVMVT MJOFBS BMHFCSB BOE NBOZ PUIFS UPQJDT UIJT CPPL JT GBS UPP TIPSU UP
DPWFS FWFSZUIJOH B NBUIFNBUJDJBO PVHIU UP LOPX BCPVU UIFTF UPQJDT� .PSFPWFS XIJMF
NVDI PG UIF CPPL JT BQQSPQSJBUFMZ SJHPSPVT * XJMM PDDBTJPOBMMZ BOE KVEJDJPVTMZ MPPTFO
SJHPS XIFO JU GBDJMJUBUFT B CF॒FS VOEFSTUBOEJOH BOE SFMJFWFT UFEJVN� * XJMM OPUF XIFO UIJT
PDDVST BOE XFMM EJTDVTT UIF SPMF PG SJHPS JO NBUIFNBUJDT NPSF CSPBEMZ�

*OEFFE SBUIFS UIBO SFBE BO FODZDMPQFEJD SFGFSFODF ZPV XBOU UP CFDPNF DPNGPSUBCMF
XJUI UIF QSPDFTT PG MFBSOJOH NBUIFNBUJDT� *O QBSU UIBU NFBOT CFDPNJOH DPNGPSUBCMF XJUI
EJTDPNGPSU XJUI UIF TUSVHHMF PG VOEFSTUBOEJOH B OFX DPODFQU BOE UIF UFDIOJRVFT UIBU
NBUIFNBUJDJBOT VTF UP SFNBJO QSPEVDUJWF BOE TBOF� .BOZ QFPQMF OE DBMDVMVT EJਖ਼DVMU
PS TRVFBLFE CZ B MJOFBS BMHFCSB DPVSTF XJUIPVU HSPLLJOH JU� "ॏFS UIJT CPPL ZPV TIPVME
IBWF B DPSF OVHHFU PG VOEFSTUBOEJOH PG UIFTF TVCKFDUT BMPOH XJUI UIF DPHOJUJWF UPPMT UIBU
XJMM FOBCMF ZPV EJWF BT EFFQMZ BT ZPV MJLF�

"T B OFDFTTBSZ DPOTFRVFODF JO UIJT CPPL ZPVMM MFBSO IPX UP SFBE BOEXSJUF QSPPGT� य़F
TJNQMFTU BOE CSPBEFTU USVUI BCPVU NBUIFNBUJDT JT UIBU JU SFWPMWFT BSPVOE QSPPGT� 1SPPGT
BSF CPUI UIF QSJNBSZ WFIJDMF PG JOTJHIU BOE UIF GVOEBNFOUBM NFBTVSF PG KVEHNFOU� य़FZ
BSF UIF MBX UIF DVSSFODZ BOE UIF OF BSU PG NBUIFNBUJDT� .PTU PG XIBU NBLFT NBUI�
FNBUJDT NZTUFSJPVT BOE PQBRVFۘUIF SJHPSPVT EFOJUJPOT UIF OPUBUJPO UIF PWFSMPBEJOH
PG UFSNJOPMPHZ UIF NPVOUBJOT PG UIFPSZ BOE UIF VOTQPLFO PCMJHBUJPOT PO UIF SFBEFSۘJT
EVF UP UIF DFOUSBMJUZ PG QSPPGT� " EPNJOBOU PCTUBDMF UP MFBSOJOH NBUI JT BO VOGBNJMJBSJUZ
XJUI UIJT DVMUVSF� *O UIJT CPPL *MM DPWFS UIF CBTJD NFUIPET PG QSPPG BOE FBDI DIBQUFS XJMM
VTF QSPPGT UP CVJME UIF TVCKFDU NB॒FS� 5P CF TVSF ZPV EPOU IBWF UP VOEFSTUBOE FWFSZ
QSPPG UP OJTI UIJT CPPL BOE ZPV XJMM QSPCBCMZ CF DPOGPVOEFE CZ B GFX� &NCSBDF ZPVS
IVNJMJUZ� &BDI QSPPG DPOUBJOT MBZFST PG JOTJHIU UIBU BSF HFOVJOFMZ XPSUIXIJMF CVU GFX
HBJO B DPNQMFUF QJDUVSF PG B UPQJD JO B TJOHMF TJ॒JOH� "T ZPV HSPX JOUP NBUIFNBUJDT UIF
BDU PG SFBEJOH FWFO QSFWJPVTMZ VOEFSTUPPE QSPPGT QSPWJEFT CPUI SFOFXFE BOE JODSFBTFE
XJTEPN� 4P MPOH BT ZPV JEFOUJGZ UIF WBMVF HBJOFE CZ ZPVS TUSVHHMF ZPVS UJNF JT XFMM
TQFOU�

*MM BMTP UFBDI ZPV IPX UP SFBE CFUXFFO UIFNBUIFNBUJDBM MJOFT PG B UFYU BOE VOEFSTUBOE
UIF JNQMJDJU EJSFDUJPOT BOE DVMUVSBM DVFT UIBU MJ॒FS UFYUCPPLT BOE QBQFST� "T XF QSPDFFE
UISPVHI UIF DIBQUFST XFMM HSBEVBMMZ CFDPNF NPSF UFSTF BOE ZPVMM IBWF NBOZ PQQPSUV�
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OJUJFT UP QSBDUJDF QBSTJOH JOUFSQSFUJOH BOE VOEFSTUBOEJOH NBUI� "MM PG UIF UPQJDT JO UIJT
CPPL BSF FYQMBJOFE CZ IVOESFET PG PUIFS TPVSDFT BOE FBDI DIBQUFST FYFSDJTFT JODMVEF
FYQMPSBUJPOT PG DPODFQUT CFZPOE UIFTF QBHFT� 'JOBMMZ *MM EJTDVTT IPX NBUIFNBUJDJBOT
BQQSPBDI QSPCMFNT BOE IPX UIFJS QSPDFTT JOVFODFT UIF DVMUVSF PG NBUI�

:PV XJMM OPU MFBSO FWFSZUIJOH ZPV XBOU UP LOPX JO UIJT CPPL OPS XJMM ZPV MFBSO FW�
FSZUIJOH UIJT CPPL IBT UP PFS JO POF TJ॒JOH� य़PTF BMSFBEZ GBNJMJBS XJUI NBUI NBZ OE
FBSMZ DIBQUFST PFOTJWFMZ TMPX BOE EFUBJMFE� य़PTF HFOVJOFMZ OFX UP NBUI NBZ OE UIF
MBUFS DIBQUFST PFOTJWFMZ GBTU� य़JT JT CZ EFTJHO� * XBOU ZPV UP CF FYQPTFE UP BT NVDI
NBUIFNBUJDT BT QPTTJCMF� -FBSO UIF NBJO EFOJUJPOT� 4FF OFX OPUBUJPOT DPOWFOUJPOT
BOE B॒JUVEFT� 5BLF UIF PQQPSUVOJUZ UP FYQMPSF UPQJDT UIBU QJRVF ZPVS JOUFSFTU�

" OVNCFS PG SFBEFST IBWF SFBDIFE PVU UP NF UP EFTDSJCF UIFJS TUSVHHMFT XJUI QSPPGT�
य़FZ GPVOE JU IFMQGVM UP SFBE B DPNQBOJPO UFYU PO UIF TJEF XJUI FYUSB HVJEBODF PO TFUT
GVODUJPOT BOE NFUIPET PG QSPPGۘQBSUJDVMBSMZ GPS UIF BEEJUJPOBM FYFSDJTFT BOE DPOTJT�
UFOUMZ HSBEVBM QBDF� *O UIJT TFDPOE FEJUJPO * BEEFE UXP BQQFOEJDFT UIBU NBZ IFMQ XJUI
SFBEFST TUSVHHMJOH XJUI UIF QBDF� "QQFOEJY # DPOUBJOT NPSF EFUBJM BCPVU UIF GPSNBMJUJFT
VOEFSMZJOH QSPPGT BMPOH XJUI TUSBUFHJFT GPS QSPCMFN TPMWJOH� "QQFOEJY $ DPOUBJOT B MJTU
PG CPPLT BOE TQFDJDBMMZ B TFDUJPO GPS CPPLT PO ۠'VOEBNFOUBMT BOE 'PVOEBUJPOTۡ UIBU
DPWFS UIF CBTJDT PG TFU UIFPSZ QSPPGT BOE QSPCMFN TPMWJOH TUSBUFHJFT�

" OVNCFS PG UPQJDT BSF DPOTQJDVPVTMZ NJTTJOH GSPN UIJT CPPL NZ OFHMJHFODF PG XIJDI
BQQSPBDIFT DSJNJOBM� &YDFQU GPS B GFX JOGPSNBM DBNFPT XF JHOPSF DPNQMFY OVNCFST
QSPCBCJMJUZ BOE TUBUJTUJDT EJFSFOUJBM FRVBUJPOT BOE GPSNBM MPHJD� *O NZ IVNCMF PQJOJPO
OPOF PG UIFTF UPQJDT JT BT GVOEBNFOUBM GPS NBUIFNBUJDBM DPNQVUFS TDJFODF BT UIPTF *WF
DIPTFO UP DPWFS� "ॏFS CFDPNJOH DPNGPSUBCMF XJUI UIF UPQJDT JO UIJT CPPL GPS FYBNQMF
QSPCBCJMJUZ XJMM CF WFSZ BDDFTTJCMF� $IBQUFS �� PO FJHFOWBMVFT JODMVEFT B NJOJBUVSF JOUSP�
EVDUJPO UP EJFSFOUJBM FRVBUJPOT� य़F OPUFT GPS $IBQUFS �� PO HSPVQT CSJFZ TVNNBSJ[FT
DPNQMFY OVNCFST� 1SPCBCJMJUZ VOEFSMJFT PVS EJTDVTTJPO PG SBOEPN HSBQIT JO $IBQUFS �
BOE NBDIJOF MFBSOJOH JO $IBQUFS ��� .PSFPWFS NBOZ UPQJDT JO UIJT CPPL BSF QSFSFRVJ�
TJUFT GPS UIFTF PUIFS BSFBT� "OE PG DPVSTF BT B TJOHMF IVNBO TFMG�QVCMJTIJOH UIJT CPPL
PO OJHIUT BOE XFFLFOET * IBWF POMZ TP NVDI UJNF�

य़F STU TUFQ PO PVS KPVSOFZ JT UP DPOSN UIBU NBUIFNBUJDT IBT B DVMUVSF XPSUI CF�
DPNJOH BDRVBJOUFE XJUI� 8FMM EP UIJT XJUI B DPNQBSBUJWF UPVS PG UIF DVMUVSF PG TPॏXBSF
UIBU XF VOEFSTUBOE TP XFMM�





$IBQUFS �

-JLF 1SPHSBNNJOH .BUIFNBUJDT IBT B $VMUVSF

.BUIFNBUJDT LOPXT OP SBDFT PS HFPHSBQIJD CPVOEBSJFT� GPS NBUIFNBUJDT UIF DVMUVSBM
XPSME JT POF DPVOUSZ�

BWJE%ڝ )JMCFSU

%P ZPV SFNFNCFS XIFO ZPV TUBSUFE UP SFBMMZ MFBSO QSPHSBNNJOH * EP� * TQFOU UXP
ZFBST JO IJHI TDIPPM QSPHSBNNJOH HBNFT JO +BWB� य़PTF UXP ZFBST FBTJMZ DPOUBJO UIF
XPSTU BOE NPTU FNCBSSBTTJOH DPEF * IBWF FWFS XSJ॒FO� .Z DPEF BCTPMVUFMZ SFFLFE�
)VOESFE�MJOF GVODUJPOT BOE UIPVTBOE�MJOF DMBTTFT NBHJD OVNCFST VOSFBDIBCMF CMPDLT
PG DPEF SJEJDVMPVT DPNNFOUT B DPNQMFUF EJTSFHBSE GPS TFOTJCMF PCKFDU PSJFOUBUJPO BOE
UZQF�DPFSDJPO UIBU XPVME NBLF ZPVS TLJO DSBXM� य़F DPEF XPSLFE CVU JU XBT MMFE XJUI
CVHT BOE NJTIBOEMFE FEHF�DBTFT� * CSPLF FWFSZ SVMF CVU GPS BMM NZ TIPSUDPNJOHT * DPO�
TJEFSFE NZTFMG B IPU�TIPU 	BU MFBTU BNPOH NZ DMBTTNBUFT�
� * EJEOU LOPX IPX UP EFTJHO
QSPHSBNT PS XIBU NBEF B QSPHSBN ۠HPPEۡ PUIFS UIBO UIBU JU SBO BOE * DPVME JNQSFTT NZ
GSJFOET XJUI B [PNCJF TIPPUJOH HBNF�

&WFO BॏFS * TUBSUFE TUVEZJOH TPॏXBSF JO DPMMFHF JU XBT BOPUIFS ZFBS CFGPSF * LOFX
XIBU B TUBDL GSBNF PS B SFHJTUFS XBT BOPUIFS ZFBS CFGPSF * XBT IBMGXBZ DPNQFUFOU XJUI
B UFSNJOBM BOPUIFS ZFBS CFGPSF * BQQSFDJBUFE GVODUJPOBM QSPHSBNNJOH BOE UP UIJT EBZ *
TUJMM IBWF BO JSSBUJPOBM GFBS PG TZTUFNT QSPHSBNNJOH BOE OFUXPSLJOH� * CVJMU VQ B CBTF PG
LOPXMFEHF PWFS UJNF XJUI UT BOE TUBSUT BU FWFSZ TUFQ�

*O B DPMMFHF DMBTT PO $�� * XBT QSPHSBNNJOH B $IFDLFST HBNF BOE NZ UBTL XBT UP
HFOFSBUF B MJTU PG MFHBM KVNQ�NPWFT GSPN B HJWFO CPBSE TUBUF� * VTFE B EFQUI�STU TFBSDI
BOE B GFX SFDVSTJWF GVODUJPO DBMMT� 0ODF * IBE TPNFUIJOH * XBT QMFBTFE XJUI * DPNQJMFE
JU BOE SBO JU PO NZ STU OPO�USJWJBM FYBNQMF� %FTQJUF GPMMPXJOH UFTU�ESJWFO EFWFMPQNFOU
* TBX UIPTF ESFBEFE XPSET� a2;K2Mi�iBQM 7�mHi� %P[FOT PG UFTU DBTFT BOE NPSF UIBO
UXFOUZ IPVST PG DPOGVTJPO MBUFS * GPVOE UIF FSSPS� NZ SFDVSTJWF DBMM QBTTFE B SFGFSFODF
XIFO JU TIPVME IBWF CFFO QBTTJOH B QPJOUFS� य़JT XBTOU B CVH JO TZOUBY PS TFNBOUJDTۘ*
VOEFSTUPPE QPJOUFST BOE SFGFSFODFT XFMM FOPVHIۘCVU B EFTJHO FSSPS� "T NPTU QSPHSBN�
NFST DBO SFMBUF UIF NPTU BHHSBWBUJOH QBSU XBT UIBU DIBOHJOH GPVS DIBSBDUFST 	TXBQQJOH B
GFX BNQFSTBOET XJUI BTUFSJTLT
 YFE JU� 5XFOUZ IPVST PG XPSL GPS GPVS DIBSBDUFST� 0ODF
* CFHSVEHJOHMZ WFSJFE JU XPSLFE * QSPNQUMZ UPPL UIF SFTU PG UIF EBZ P UP QMBZ 4UBSDSBॏ�
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4VDI ESBNB JT UIF TFBTPOJOH UIBU NBLFT B TUSPOH QSPHSBNNFS� 0OF NVTU TUVEZ UIF UPQ�
JDT JODSFNFOUBMMZ MFBSO GSPN B NFOBHFSJF PG NJTUBLFT BOE TQFOE IPVST JO B CFGVEEMFE
TUVQPS CFGPSF CFDPNJOH ۠FYQFSJFODFE�ۡ य़JT HJWFT SJTF UP BMM TPSUT PG QSPHSBNNFS DVMUVSF
6OJY KPLFT VSCBO MFHFOET IPSSPS TUPSJFT BOE SFWFSFODF GPS UIF NBTUFST PG $ UIBU NBLF
UIF QSPHSBNNJOH DPNNVOJUZ TP MPWFMZ� *UT MJLF B TFDSFU DMVC XIFSF ZPV LOPX BMM UIF
IBOETIBLFT CVU TIPVME ZPV GPSHFU POF B DSBॏZ VTF PG ;`2T BOE b2/ XJMM TVਖ਼DF� य़F
TUSVHHMF NBLFT ZPV BQQSFDJBUF UIF QPXFS PG EFCVHHJOH UPPMT TMJDL GSBNFXPSLT IJTUPSJ�
DBMMZ FOTISJOFE IBDLT BOE OFX MBOHVBHF GFBUVSFT UIBU TUPQ ZPV GSPN TIPPUJOH ZPVS PXO
GPPU�

8IFO QSPHSBNNFST UVSO UP NBUIFNBUJDT UIFZ TFFN UP GPSHFU UIFTF USJBMT� य़F TBNF
QFPQMF XIP JOWFTUFE ZFBST HSPLLJOH UIF UPPMT PG UIFJS USBEF USFBU OFX NBUIFNBUJDBM UPPMT
BOE QBSBEJHNT XJUI TVSQSJTJOH JNQBUJFODF� * DBO TFF B GFX SFBTPOT XIZ� 'PS POF XF XFSF
GPSDFE UP UBLF NBUI DMBTTFT GPS NBOZ ZFBS JO TDIPPM� य़BU GPSDFE JOWFTUNFOU TIPVMEOU
IBWF CFFO QPJOUMFTT� #VU UIF DVMUVSF PG NBUIFNBUJDT BOE UIF DVMUVSF PG NBUIFNBUJDT
FEVDBUJPOۘFMFNFOUBSZ UISPVHI MPXFS�MFWFM DPMMFHF DPVSTFTۘBSF DPNQMFUFMZ EJFSFOU�

&WFO DPMMFHF NBUI NBKPST IBWF UP SFDPODJMF UIJT� *WF IBE NBOZ DPOWFSTBUJPOT XJUI
TVDI TUVEFOUT JODMVEJOH GSJFOET DPMMFBHVFT BOE FWFO GBNJMZ XIP CZ UIFJS UIJSE ZFBS
EFDJEFE UIFZ EJEOU SFBMMZ FOKPZ NBUI� य़F TUPSZ PॏFO HPFT MJLF UIJT� B TUVEFOU XIP
XBT HPPE BU NBUI JO IJHI TDIPPM SFBDIFT UIF QPJOU PG B NBUI NBKPS BU XIJDI UIFZ NVTU
SFBE BOE XSJUF QSPPGT JO FBSOFTU� *U SFRVJSFT BO BNCJHVPVT PQFO�FOEFE FYQMPSBUJPO UIBU
UIFZ EPOU FOKPZ� %FTQJUF CFJOH B TUBSL EFQBSUVSF GSPN UIF SJHJE TUSVDUVSF PG IJHI TDIPPM
NBUI JODPNJOH TUVEFOUT BSF OPU XBSOFE JO BEWBODF� "ॏFS DPNJOH UP UFSNT XJUI UIFJS
VOGPSUVOBUF TJUVBUJPO UIFZ EFDJEF UIBU UIFJS CFTU PQUJPO JT UP QFSTJTU VOUJM UIFZ HSBEVBUF
BU XIJDI QPJOU UIFZ SFUVSO UP UIF DPNGPSUBCMF TF॒JOH PG QSF�DPMMFHJBUF NBUI UIJT UJNF JO
UIF UFBDIFST DIBJS�

* EPOU NFBO UP JOTVMU UFBDIJOH BT B QSPGFTTJPOۘ* MPWF UFBDIJOH BOE VOEFSTUBOE XIZ
POF XPVME DIPPTF UP EP JU GVMM UJNF� य़FSF BSF NBOZ FYDFMMFOU UFBDIFST XIP FYDFM BU CPUI
UIF NBUI BOE UIF USJDLJFS UBTL PG FOHBHJOH BMPPG UFFOBHFST UP UIJOL DSJUJDBMMZ BCPVU JU�
#VU UIJT QB॒FSO PG EJTFODIBOUNFOU BNPOH NBUI UFBDIFST JT QSFWBMFOU BOE JU XJEFOT UIF
DPODFQUVBM HBQ CFUXFFO TFDPOEBSZ BOE ۠DPMMFHF MFWFMۡ NBUIFNBUJDT� 1SPHSBNNFST PॏFO
IBWF TJNJMBS GFFMJOHT� य़F TVCKFDU UIFZ PODF XFSF HPPE BU JT TVEEFOMZ JNQFOFUSBCMF� *UT
B OFHBUJWF GFFECBDL MPPQ JO UIF FEVDBUJPO TZTUFN� .BUI UBLFT UIF CMBNF�

"OPUIFS SFBTPO QSPHSBNNFST GFFM JNQBUJFOU JT CFDBVTF UIFZ EP TP NBOZ UIJOHT UIBU
SFMBUF UP NBUIFNBUJDT JO EFFQ XBZT� य़FZ VTF HSBQI UIFPSZ GPS EBUB TUSVDUVSFT BOE TFBSDI�
य़FZ TUVEZ FOPVHI DBMDVMVT UP NBLF WJEFP HBNFT� य़FZ IFBS BCPVU UIF $VSSZ�)PXBSE
DPSSFTQPOEFODF CFUXFFO QSPPGT BOE QSPHSBNT� य़FZ IFBS UIBU )BTLFMM JT CBTFE PO B
DPNQMJDBUFE NBUI UIJOH DBMMFE DBUFHPSZ UIFPSZ� य़FZ FWFO VTF NBUIFNBUJDBM SFTVMUT JO BO
JOUFSFTUJOH XBZ� * XPSLFE BU B ۠CMPDLDIBJOۡ DPNQBOZ UIBU JNQMFNFOUFE B #JUDPJO XBMMFU
XIJDI JT CBTFE PO FMMJQUJD DVSWF DSZQUPHSBQIZ� य़F XBMMFU XPSLFE CVU UIF JNQMFNFOUFS
EJEOU VOEFSTUBOE XIZ� य़FZ TJNQMZ BEBQUFE QTFVEPDPEF GPVOE PO UIF JOUFSOFU� "U UIF
SJTL PG B EVCJPVT BOBMPHZ JUT BLJO UP B ۠TDSJQU LJEEJFۡ XIP VTFT IBDLJOH UPPMT BT CMBDL
CPYFT CVU IBT MJ॒MF JEFB IPX UIFZ XPSL� .BUIFNBUJDJBOT BSF PO UIF PUIFS FOE PG UIF
TQFDUSVN� 8IZ UIJOHT XPSL UBLFT QSJPSJUZ PWFS QSBDUJDBM JNQMFNFOUBUJPO�



�

य़FSFT OPUIJOH JOIFSFOUMZ XSPOH XJUI VTJOH NBUIFNBUJDT BT B CMBDL CPY FTQFDJBMMZ
UIF TPSU PG BQQMJFE NBUIFNBUJDT UIBU DPNFT XJUI QSPWBCMF HVBSBOUFFT� #VU NBOZ QSP�
HSBNNFST XBOU UP EJWF EFFQFS� य़JT JTOU TVSQSJTJOH HJWFO IPX NVDI UJNF FOHJOFFST
TQFOE TUVEZJOH TPVSDF DPEF BOE UIF JOUFSOBMT PG CSJ॒MF UFDIOJDBM TZTUFNT� 4ZTUFNT UIBU
QSPHSBNNFST SFMZ PO TVDI BT EFQFOEFODZ NBOBHFNFOU MPBE CBMBODFST TFBSDI FOHJOFT
BMFSUJOH TZTUFNT BOE NBDIJOF MFBSOJOH BMM IBWF SJDI NBUIFNBUJDBM GPVOEBUJPOT� 8FSF
OBUVSBMMZ DVSJPVT�

" TFDPOE PCTUBDMF JT UIBU NBUI XSJUFST BSF UPP UFSTF� य़F QVSFTU FMET PG NBUIFNBUJDT
UBLF B TPSU PG QSFUFOUJPVT QSJEF JO IPX BCTUSBDU BOE DPNQBDU UIFJS XPSL JT� * DBO UIJOL
PG B IBOEGVM PG GBNPVT CPPLT GPS XIJDI NZ GSJFOET TQFOU XFFLT PS NPOUIT PO B TJOHMF
DIBQUFS� य़JT BDUT BT B CBSSJFS UP FOUSZ FTQFDJBMMZ TJODF NJOVUF EFUBJMT NB॒FS GPS BQQMJDB�
UJPOT�

:FU BOPUIFS IJOESBODF JT UIBUNBUIFNBUJDT IBT OP DFOUSBMJ[FE EPDVNFOUBUJPO� *OTUFBE JU
IBT B DPMMFDUJPO PG CPPLT QBQFST KPVSOBMT BOE DPOGFSFODFT FBDI XJUI TVCUMF EJFSFODFT
DJUJOH FBDI PUIFS JO B IBQIB[BSE NBOOFS� %FBMJOH XJUI UIJT JT OPU FBTZ� 0OF PॏFO OFFET
UP USBOTMBUF CFUXFFO UXP EJFSFOU OPUBUJPOT PS KBSHPOT� 4UVEFOUT PG NBUIFNBUJDT TPMWF
UIFTF QSPCMFNT XJUI LOPXMFEHFBCMF UFBDIFST� 8PSLJOH NBUIFNBUJDJBOT ۠KVTU EP JU�ۡ य़FZ
SFDPODJMF UIF EJFSFODFT UIFNTFMWFT XJUI DPFF BOE DPOUFNQMBUJPO�

8IBU QSPHSBNNFST DPOTJEFS ۠TMPQQZۡ OPUBUJPO JT POF TZNQUPN PG UIF QSPCMFN CVU
UIFSF UIFSF BSF PUIFS FYQFDUBUJPOT PO UIF SFBEFS UIBU GPS CF॒FS PS XPSTF EFDFMFSBUF UIF
QBDF PG SFBEJOH� 6OGPSUVOBUFMZ * IBWF OP TPMVUJPO IFSF� 1BSU PG UIF QPXFS BOE FYQSFTTJWF�
OFTT PG NBUIFNBUJDT JT UIF BCJMJUZ GPS JUT QSBDUJUJPOFST UP PWFSMPBE SFEFOF BOE PNJU JO B
TVHHFTUJWF NBOOFS� .BUIFNBUJDJBOT BMTP IBWF UIPVTBOET PG ZFBST PG ۠MFHBDZۡ NBUI UIBU
SFRVJSF CBDLXBSE DPNQBUJCJMJUZ� &OGPSDJOH B TJOHMF TQFDJDBUJPO GPS BMM PG NBUIFNBUJDTۘB
TVHHFTUJPO * GSFRVFOUMZ IFBS GSPN TPॏXBSF FOHJOFFSTۘXPVME CF IPSSFOEPVTMZ DPVOUFS�
QSPEVDUJWF�

*EFBT XF UBLF GPS HSBOUFE UPEBZ TVDI BT BMHFCSBJD OPUBUJPO ESBXJOH GVODUJPOT JO UIF
&VDMJEFBO QMBOF BOE TVNNBUJPO OPUBUJPO XFSF BU POF QPJOU BDUJWFMZ EFWFMPQFE UFDIOPMP�
HJFT� &BDI PG UIFTF OPUBUJPOT IBE B SFWPMVUJPOBSZ FFDU PO TDJFODF BOE BMTP UP RVPUF
#SFU 7JDUPS PO PVS DBQBDJUZ UP ۠UIJOL OFX UIPVHIUT�ۡ 0OF DBO ESBX B MJOF GSPN UIF QSP�
MJGFSBUJPO PG BMHFCSBJD OPUBUJPO UP UIF JOWFOUJPO PG UIF DPNQVUFS�� #PSSPXJOH TPॏXBSF
UFSNJOPMPHZ BMHFCSBJD OPUBUJPO JT BNPOH UIF NPTU JOVFOUJBM BOE TDBMBCMF UFDIOPMPHJFT
IVNBOJUZ IBT FWFS JOWFOUFE� "OE BT XFMM TFF JO $IBQUFS �� BOE $IBQUFS �� XF DBO OE
BMHFCSBJD TUSVDUVSF IJEJOH JO FYDJUJOH QMBDFT� "MHFCSBJD OPUBUJPO IFMQT VT VOEFSTUBOE UIJT
TUSVDUVSF OPU POMZ CFDBVTF XF DBO DPNQVUF CVU BMTP CFDBVTF XF DBO WJTVBMMZ TFF UIF TZN�
NFUSJFT JO UIF GPSNVMBT� य़JT NBLFT JU FBTJFS GPS VT UP JEFOUJGZ BOBMZ[F BOE FODBQTVMBUF
TUSVDUVSF XIFO JU PDDVST�

� -FJCOJ[ POF PG UIF JOWFOUPST PG DBMDVMVT ESFBNFE PG B NBDIJOF UIBU DPVME BVUPNBUJDBMMZ TPMWF NBUIFNBUJDBM
QSPCMFNT� "EB -PWFMBDF 	VQ UP TPNF JSSFMFWBOU EFCBUF
 EFTJHOFE UIF STU QSPHSBN GPS DPNQVUJOH #FSOPVMMJ
OVNCFST XIJDI BSJTF JO BMHFCSBJD GPSNVMBT GPS TVNT PG QPXFST PG JOUFHFST� *O UIF FBSMZ ����T )JMCFSU QPTFE
IJT 5FOUI 1SPCMFN PO BMHPSJUINT GPS TPMWJOH %JPQIBOUJOF FRVBUJPOT BOE MBUFS IJT &OUTDIFJEVOHTQSPCMFN
XIJDI XBT TPMWFE DPODVSSFOUMZ CZ $IVSDI BOE 5VSJOH BOE EJSFDUMZ MFE UP 5VSJOHT DPEF�CSFBLJOH DPNQVUFS�



�

'JOBMMZ UIF CFTU NBUIFNBUJDJBOT TUVEZ DPODFQUT UIBU DPOOFDU EFDBEFT PGNBUFSJBM XIJMF
TJNVMUBOFPVTMZ JOWFOUJOH OFX DPODFQUT XIJDI IBWF OP FYJTUJOH XPSET UP EFTDSJCF UIFN�
8JUIPVU FYJCMF FYQSFTTJPO TVDI XPSL XPVME CF JNQPTTJCMF� *U SFEVDFT DPHOJUJWF MPBE
B UIFNF UIBU XJMM GPMMPX VT UISPVHIPVU UIF CPPL� 6OGPSUVOBUFMZ JU POMZ EPFT TP GPS UIF
SFBEFST XIP IBWF BMSFBEZ BCTPSCFE UIF CBTJD DPODFQUT PG EJTDVTTJPO� #Z DPOUSBTU HPPE
TPॏXBSF QSBDUJDF BTTVNFT B MPXFS CBS� $PEF JT FODPVSBHFE UP CF TJNQMF FOPVHI GPS OFX
HSBET UP VOEFSTUBOE BOE IFBWJMZ DPNNFOUFE PUIFSXJTF� 4VSQSJTJOH CFIBWJPS JT DPOTJE�
FSFE IBSNGVM� "T TVDI UIF VOJOJUJBUFE QSPHSBNNFS PॏFO IBT B NVDI MBSHFS DPHOJUJWF
MPBE XIFO SFBEJOH NBUI UIBO XIFO SFBEJOH B QSPHSBN�

य़FSF BSF HPPE SFBTPOT XIZ NBUIFNBUJDT JT UIF XBZ JU JT UIPVHI UIF SFBTPOT NBZ OPU
BMXBZT CF DMFBS� * MJLF UP TVNNBSJ[F UIF DPOUSBTU CZ DMBJNJOH UIBU NBUIFNBUJDBM OPUBUJPO
JT DMPTFS UP TQPLFO MBOHVBHF UIBO UP DPEF� य़FSF JT B IJTUPSJDBM BOE DVMUVSBM DPOUFYU NJTT�
JOH GSPN NBOZ DSJUJDJTNT PG NBUI� *UT B MFHBDZ TZTUFN ZFT CVU B XFMM�EFTJHOFE POF� 8F
TIPVME VOEFSTUBOE JU MFBSO GSPN JUT BEWBOUBHFT BOE EJTDBSE UIF PCTPMFUF QBSUT� य़PTF
PCTPMFUF QBSUT BSF QSFTFOU CVU SBSFS UIBO UIFZ TFFN�

5P GBJSMZ FWBMVBUF NBUIFNBUJDT XF NVTU STU MFBSO TPNF NBUIFNBUJDT� 0OMZ UIFO DBO
XF DPNQBSF BOE DPOUSBTU QSPHSBNNJOH BOE NBUIFNBUJDT JO UFSNT PG UIFJS ESJWJOH RVFT�
UJPOT UIFJS WBMVFT UIFJS NFUIPET UIFJS NFBTVSFT PG TVDDFTT BOE UIFJS DVMUVSBM FYQFDUB�
UJPOT� 1SPHSBNNJOH BU JUT DPSF GPDVTFT PO IPX UP JOTUSVDU B DPNQVUFS UP QFSGPSN TPNF
UBTL� #VU UIF CSPBEFS ESJWJOH RVFTUJPOT JODMVEF IPX UP EFTJHO B FYJCMF TZTUFN IPX UP
Fਖ਼DJFOUMZ TUPSF BOE SFUSJFWF EBUB IPX UP EFTJHO TZTUFNT UIBU DBO IBOEMF WBSJPVT NPEFT
PG GBJMVSF IPX UP TDBMF BOE IPX UP UBNF HSPXUI BOE DPNQMFYJUZ�

$POUSBTU UIJT XJUI NBUIFNBUJDT XIJDI BU JUT DPSF GPDVTFT PO IPX UP EFTDSJCF B NBUI�
FNBUJDBM PCKFDU BOE IPX UP QSPWF UIFPSFNT BCPVU JUT CFIBWJPS� य़F CSPBEFS ESJWJOH RVFT�
UJPOT JODMVEF IPX UP EFTJHO B VOJFE GSBNFXPSL GPS SFMBUFE QB॒FSOT IPX UP OE DPNQV�
UBUJPOBMMZ VTFGVM SFQSFTFOUBUJPOT PG BO PCKFDU IPX UP OE JOUFSFTUJOH QB॒FSOT UP TUVEZ
BOE NPTU JNQPSUBOUMZ IPX UP UIJOL NPSF DMFBSMZ BCPVU NBUIFNBUJDBM TVCKFDUT�

" MBSHF DIVOL PG UIJT CPPL FYQBOET PO UIJT TVNNBSZ UISPVHI JOUFSMVEFT CFUXFFO FBDI
DIBQUFS BOE EJHSFTTJPOT BॏFS JOUSPEVDJOH UFDIOJDBM DPODFQUT� य़F SFTU DPWFST UIF GVO�
EBNFOUBM PCKFDUT BOE NFUIPET PG B UZQJDBM NBUIFNBUJDBM FEVDBUJPO� 4P MFUT CFHJO PVS
KPVSOFZ JOUP UIF NBUIFNBUJDBM NJTUT XJUI BO PQFO NJOE�

3FBE PO BOE XFMDPNF UP UIF DMVC�



$IBQUFS �

1PMZOPNJBMT

8F BSF OPU USZJOH UP NFFU TPNF BCTUSBDU QSPEVDUJPO RVPUB PG EFटOJUJPOT UIFPSFNT BOE
QSPPGT� Fࡋ NFBTVSF PG PVS TVDDFTT JT XIFUIFS XIBU XF EP FOBCMFT QFPQMF UP VOEFSTUBOE
BOE UIJOL NPSF DMFBSMZ BOE FञFDUJWFMZ BCPVU NBUIFNBUJDT�

8JMMJBNڝ VSTUPOࡋ

8F CFHJO XJUI QPMZOPNJBMT� *O TUVEZJOH QPMZOPNJBMT XFMM EJTDVTT NBUIFNBUJDBM EF�
OJUJPOT XPSL DBSFGVMMZ UISPVHI UXP OPOUSJWJBM QSPPGT BOE JNQMFNFOU B TZTUFN GPS ۠TIBS�
JOH TFDSFUTۡ VTJOH TPNFUIJOH DBMMFE QPMZOPNJBM JOUFSQPMBUJPO� 5P XIFU ZPVS BQQFUJUF UIJT
TFDSFU TIBSJOH TDIFNF BMMPXT POF UP FODPEF B TFDSFU NFTTBHF JO �� QBSUT TP UIBU BOZ � DBO
CF VTFE UP SFDPOTUSVDU UIF TFDSFU CVU XJUI GFXFS UIBO � QJFDFT JUT JNQPTTJCMF UP EFUFS�
NJOF FWFO B TJOHMF CJU PG UIF PSJHJOBM NFTTBHF� य़F OVNCFST �� BOE � BSF KVTU FYBNQMFT
BOE UIF TDIFNF XFMM QSFTFOU XPSLT GPS BOZ QBJS PG JOUFHFST�

��� 1PMZOPNJBMT +BWB BOE %FOJUJPOT
8F TUBSU XJUI UIF EFOJUJPO PG B QPMZOPNJBM� य़F QSPCMFN JG ZPVSF UIF TPSU PG QFSTPO

XIP TUSVHHMFE XJUI NBUI JT UIBU SFBEJOH UIF EFOJUJPO BT B GPSNVMB XJMM NBLF ZPVS FZFT
HMB[F PWFS� *O UIJT DIBQUFS XFSF HPJOH UP PWFSDPNF UIJT�

य़F SFBTPO *N TP DPOEFOU JT UIBU *N DFSUBJO ZPVWF PWFSDPNF UIF TBNF PCTUBDMF JO
UIF DPOUFYU PG QSPHSBNNJOH� 'PS FYBNQMF NZ STU QSPHSBNNJOH MBOHVBHF XBT +BWB�
"OE NZ STU QSPHSBN XIJDI * EJEOU XSJUF CVU SBUIFS DPQJFE WFSCBUJN XBT MJLFMZ TJNJMBS
UP UIJT NPOTUSPTJUZ�

�
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*U XBT SPVHIMZ TJY NPOUIT CFGPSF * VOEFSTUPPE XIBU BMM UIF EJFSFOU QJFDFT PG UIJT
QSPHSBN EJE EFTQJUF UIF GBDU UIBU * IBE XSJ॒FO ۜQVCMJD TUBUJD WPJE NBJO TP NBOZ UJNFT *
IBE DPNNJ॒FE JU UPNFNPSZ� $PNQVUFST EPOU HFOFSBMMZ SFRVJSF ZPV UP VOEFSTUBOE B DPEF
TOJQQFU UP SVO� #VU BU TPNF QPJOU XF BMM TUPQQFE UP BTL ۠XIBU EP UIPTF XPSET BDUVBMMZ
NFBO ۡ य़BUT UIF TUFQ XIFO NZ FZFT TUPQ HMB[JOH PWFS� य़BUT UIF TBNF QSPDFEVSF XF
OFFE UP JOWPLF GPS B NBUIFNBUJDBM EFOJUJPO QSFGFSBCMZ GBTUFS UIBO TJY NPOUIT�

/PX *N HPJOH UP UISPX ZPV JO UIF UIJDL PG UIF EFOJUJPO PG B QPMZOPNJBM� #VU TUBZ
XJUI NF� * XBOU ZPV UP TUBSU CZ UBLJOH PVU B QJFDF PG QBQFS BOE MJUFSBMMZ DPQZJOH EPXO
UIF EFOJUJPO 	UIF FOUJSF OFYU QBSBHSBQI
 DIBSBDUFS GPS DIBSBDUFS BT POF XPVME UZQF PVU
B QSPHSBN GSPN TDSBUDI� य़JT JT OPU BO JEMF FYFSDJTF� 5BLJOH OPUFT CZ IBOE VTFT B QBSU PG
ZPVS CSBJO UIBU CPUI IFMQT ZPV SFNFNCFS XIBU ZPV XSPUF BOE IFMQT ZPV SFBE JU DMPTFMZ�
&BDI JOEJWJEVBM XPSE BOE TZNCPM PG B NBUIFNBUJDBM EFOJUJPO BFDUT UIF DPODFQU CFJOH
EFOFE TP JUT JNQPSUBOU UP QBSTF FWFSZUIJOH TMPXMZ�

%F॑OJUJPO ���� " TJOHMF WBSJBCMF QPMZOPNJBM XJUI SFBM DPFडDJFOUT JT B GVODUJPO f UIBU
UBLFT B SFBM OVNCFS BT JOQVU QSPEVDFT B SFBM OVNCFS BT PVUQVU BOE IBT UIF GPSN

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n,

XIFSF UIF ai BSF SFBM OVNCFST� य़F ai BSF DBMMFE DPFडDJFOUT PG f � य़F EFHSFF PG UIF
QPMZOPNJBM JT UIF JOUFHFS n�

-FUT BOBMZ[F UIF DPOUFOU PG UIJT EFOJUJPO JO UISFF XBZT� 'JSTU TZOUBDUJDBMMZ XIJDI
BMTP IJHIMJHIUT TPNF HFOFSBM GFBUVSFT PG XSJ॒FO EFOJUJPOT� 4FDPOE TFNBOUJDBMMZ XIFSF
XFMM EJTDVTT XIBU B QPMZOPNJBM TIPVME SFQSFTFOU BT B DPODFQU JO ZPVS NJOE� य़JSE XFMM
JOTQFDU UIJT EFOJUJPO DVMUVSBMMZ XIJDI JODMVEFT UIF VOTQPLFO FYQFDUBUJPOT PG UIF SFBEFS
VQPO FODPVOUFSJOH B EFOJUJPO JO UIF XJME� "T XF HP XFMM DMBSJGZ TPNF OVBODF UP UIF
EFOJUJPO SFMBUFE UP DFSUBJO ۠FEHF DBTFT�ۡ

4ZOUBY
" EFटOJUJPO JT BO &OHMJTI TFOUFODF PS QBSBHSBQI JO XIJDI JUBMJDJ[FE XPSET SFGFS UP UIF
DPODFQUT CFJOH EFOFE� *O UIJT DBTF %FOJUJPO ��� EFOFT UISFF UIJOHT� B QPMZOPNJBM
XJUI SFBM DPFडDJFOUT 	UIF GVODUJPO f 
 DPFडDJFOUT 	UIF OVNCFST ai
 BOE B QPMZOPNJBMT
EFHSFF 	UIF JOUFHFS n
�
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" QSPQFS NBUIFNBUJDBM USFBUNFOU NJHIU BMTP EFOF XIBU B ۠SFBM OVNCFSۡ JT CVU XF
TJNQMZ EPOU IBWF UIF UJNF PS TQBDF�� 'PS OPX UIJOL PG B SFBM OVNCFS BT B PBUJOH QPJOU
OVNCFS XJUIPVU UIF FNPUJPOBM CBHHBHF UIBU DPNFT GSPN USZJOH UP U BMM EFDJNBMT JOUP B
OJUF OVNCFS PG CJUT�

"O BSSBZ PG OVNCFST a XIJDI JONPTU QSPHSBNNJOH MBOHVBHFT XPVME CF JOEFYFE VTJOH
TRVBSF CSBDLFUT MJLF �(B) JT BMNPTU BMXBZT JOEFYFE JO NBUI VTJOH TVCTDSJQUT ai� 'PS UXP�
EJNFOTJPOBM BSSBZT XF DPNNB�TFQBSBUF UIF JOEJDFT JO UIF TVCTDSJQU J�F� ai,j JT FRVJWBMFOU
UP �(B)(D)� )FODF UIF DPFਖ਼DJFOUT BSF BO BSSBZ PG SFBM OVNCFST� .BOZ NBUIFNBUJDJBOT
JOEFY BSSBZT GSPN � JOTUFBE PG � BOE XF XJMM EP CPUI JO UIJT CPPL�

8F VTFE B TUSBOHF QISBTF JO %FOJUJPO ��� UIBU ۠f IBT UIF GPSNۡ PG TPNF FYQSFTTJPO�
य़JT NFBOT UIBU XFSF DIPPTJOH TQFDJD WBMVFT GPS UIF EBUB EFOJOH f � *UT NBLJOH B
QBSUJDVMBS JOTUBODF PG UIF EFOJUJPO BT JG JU XFSF B DMBTT EFOJUJPO JO B QSPHSBN� *O UIJT
DBTF UIF DIPJDFT BSF�

�� य़F OBNFT GPS BMM UIF WBSJBCMFT JOWPMWFE� य़F EFOJUJPO IBT DIPTFO f GPS UIF GVOD�
UJPO x GPS UIF JOQVU WBSJBCMF OBNF a GPS UIF BSSBZ PG DPFਖ਼DJFOUT BOE n GPS UIF
EFHSFF� 0OF DBO DIPPTF PUIFS OBNFT BT EFTJSFE�

�� " WBMVF GPS UIF EFHSFF�

�� " WBMVF GPS UIF BSSBZ PG DPFਖ਼DJFOUT a0, a1, a2, . . . , an XIFSF n NVTU NBUDI UIF
DIPTFO EFHSFF�

4QFDJGZJOH BMM PG UIFTF SFTVMUT JO B DPODSFUF QPMZOPNJBM�

4FNBOUJDT
-FUT TUBSU XJUI B TJNQMF FYBNQMF QPMZOPNJBM XIFSF * QJDL g GPS UIF GVODUJPO OBNF t GPS
UIF JOQVU OBNF b GPS UIF DPFਖ਼DJFOUT BOE EFOF n = 3 BOE b0, b1, b2, b3 = 2, 0, 4,−1�
#Z EFOJUJPO g IBT UIF GPSN

g(t) = 2 + 0t+ 4t2 + (−1)t3.

8F UBLF TPNF MJCFSUJFT BOE VTVBMMZ XSJUF g NPSF CSJFZ BT g(t) = 2+4t2− t3� "T ZPV
NJHIU FYQFDU g JT B GVODUJPO ZPV DBO FWBMVBUF BOE FWBMVBUJOH JU BU BO JOQVU t = 2 NFBOT
TVCTUJUVUJOH 2 GPS t BOE EPJOH UIF SFRVJTJUF BSJUINFUJD UP HFU

g(2) = 2 + 4(22)− 23 = 10.

"DDPSEJOH UP UIF EFOJUJPO B QPMZOPNJBM JT B GVODUJPO UIBU JT XSJ॒FO JO B DFSUBJO GPSN�
3FBMMZ XIBUT CFJOH TBJE JT UIBU B QPMZOPNJBM JT BOZ GVODUJPO PG B TJOHMF JOQVU UIBU DBO CF
XSJ॒FO JO UIF SFRVJSFE GPSN FWFO JG ZPV NJHIU XSJUF JU B EJFSFOU XBZ TPNFUJNFT� य़JT

� *G ZPVSF USVMZ JOUFSFTUFE JO IPX SFBM OVNCFST BSF EFOFE GSPN TDSBUDI 4QJWBLT UFYU $BMDVMVT EFWPUFT $IBQ�
UFS �� UP B HPME�TUBOEBSE USFBUNFOU� :PV NJHIU CF SFBEZ GPS JU BॏFS XPSLJOH UISPVHI B GFX DIBQUFST PG UIJT
CPPL CVU CF XBSOFE� 4QJWBL TUBSUT $IBQUFS �� XJUI ۠य़F NBTT PG ESVEHFSZ XIJDI UIJT DIBQUFS OFDFTTBSJMZ
DPOUBJOT۪ۡ
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NBLFT PVS JOUFSOBM DPODFQU PG B QPMZOPNJBM NPSF HFOFSBM UIBO UIF MF॒FS PG %FOJUJPO ����
" QPMZOPNJBM JT BOZ GVODUJPO PG B TJOHMF OVNFSJD JOQVU UIBU DBO CF FYQSFTTFE VTJOH POMZ
BEEJUJPO BOE NVMUJQMJDBUJPO BOE DPOTUBOUT BMPOH XJUI UIF JOQVU WBSJBCMF JUTFMG� 4P UIF
GPMMPXJOH JT B QPMZOPNJBM�

g(t) = (t− 1)(t+ 6)2

:PV SFDPWFS UIF QSFDJTF GPSN PG %FOJUJPO ��� CZ BMHFCSBJDBMMZ TJNQMJGZJOH BOE HSPVQ�
JOH UFSNT� य़F GPSN EFTDSJCFE JO %FOJUJPO ��� JT OPU JEFBM GPS FWFSZ PDDBTJPO� 'PS
FYBNQMF JG ZPV XBOU UP FWBMVBUF B QPMZOPNJBM RVJDLMZ PO B DPNQVUFS ZPV NJHIU SFQ�
SFTFOU UIF QPMZOPNJBM TP UIBU FWBMVBUJOH JU EPFTOU SFEVOEBOUMZ DPNQVUF UIF QPXFST
t1, t2, t3, . . . , tn� 0OF TVDI TDIFNF JT DBMMFE )PSOFST NFUIPE XIJDI XFMM SFUVSO UP JO
BO &YFSDJTF� य़F GPSN JO %FOJUJPO ��� NJHIU CF DBMMFE B ۠DBOPOJDBMۡ PS ۠TUBOEBSEۡ GPSN
BOE JUT PॏFO VTFGVM GPS NBOJQVMBUJPO JO QSPPGT� "T XFMM TFF MBUFS JO UIJT DIBQUFS JUT FBTZ
UP FYQSFTT B HFOFSJD TVN PS EJFSFODF PG UXP QPMZOPNJBMT JO UIF TUBOEBSE GPSN�

4Vਖ਼DF JU UP TBZ UIFSF BSF NBOZ SFQSFTFOUBUJPOT PG UIF TBNF BCTUSBDU QPMZOPNJBM� :PV
DBO EP BSJUINFUJD BOE SFOBNJOH UP HFU UP B TUBOEBSE SFQSFTFOUBUJPO� f(x) = x+ 1 JT UIF
TBNF QPMZOPNJBM BT g(t) = 1 + t UIPVHI UIFZ EJFS TZOUBDUJDBMMZ�

य़FSF BSF PUIFS XBZT UP UIJOL BCPVU QPMZOPNJBMT BOE XFMM SFUVSO UP QPMZOPNJBMT JO
GVUVSF DIBQUFST XJUI OFX BOE EFFQFS JEFBT BCPVU UIFN� )FSF BSF TPNF QSFWJFXT PG UIBU�
य़F STU JT UIBU B QPMZOPNJBM BT XJUI BOZ GVODUJPO DBO CF SFQSFTFOUFE BT B TFU PG QBJST
DBMMFE QPJOUT� य़BU JT JG ZPV UBLF FBDI JOQVU t BOE QBJS JU XJUI JUT PVUQVU f(t) ZPV HFU B
TFU PG UVQMFT (t, f(t)) XIJDI DBO CF BOBMZ[FE GSPN UIF QFSTQFDUJWF PG TFU UIFPSZ� 8F XJMM
SFUVSO UP UIJT QFSTQFDUJWF JO $IBQUFS ��

4FDPOE B QPMZOPNJBMT HSBQI DBO CF QMP॒FE BT B DVSWF JO TQBDF TP UIBU UIF IPSJ[POUBM
EJSFDUJPO SFQSFTFOUT UIF JOQVU BOE UIF WFSUJDBM SFQSFTFOUT UIF PVUQVU� 'JHVSF ��� TIPXT B
QMPU PG POF QBSU PG UIF DVSWF HJWFO CZ UIF QPMZOPNJBM f(x) = x5 − x− 1�

6TJOH UIF DVSWFT UIFZ ۠DBSWF PVUۡ JO TQBDF QPMZOPNJBMT DBO CF SFHBSEFE BT HFPNFUSJD
PCKFDUT XJUI HFPNFUSJD QSPQFSUJFT MJLF ۠DVSWBUVSFۡ BOE ۠TNPPUIOFTT�ۡ *O $IBQUFS � XFMM
SFUVSO UP UIJT NPSF GPSNBMMZ CVU VOUJM UIFO POF DBO HVFTT IPX UIFZ NJHIU GBJUIGVMMZ EF�
TDSJCF B QMPU MJLF UIF POF JO 'JHVSF ���� य़F DPOOFDUJPO CFUXFFO QPMZOPNJBMT BT HFPNFUSJD
PCKFDUT BOE UIFJS BMHFCSBJD QSPQFSUJFT JT B EFFQ POF UIBU IBT PDDVQJFE NBUIFNBUJDJBOT GPS
DFOUVSJFT� 'PS FYBNQMF UIF EFHSFF HJWFT TPNF JOGPSNBUJPO BCPVU UIF TIBQF PG UIF DVSWF�
'JHVSF ��� TIPXT QMPUT PG HFOFSJD QPMZOPNJBMT PG EFHSFFT 3 UISPVHI 6� "T UIF EFHSFF HPFT
VQ TP EPFT UIF OVNCFS PG UJNFT UIF QPMZOPNJBM ۠DIBOHFT EJSFDUJPOۡ CFUXFFO JODSFBTJOH
BOE EFDSFBTJOH� .BLJOH UIJT NBUIFNBUJDBMMZ SJHPSPVT SFRVJSFT NPSF OVBODFۘBॏFS BMM
UIF EFHSFF WF QPMZOPNJBM JO 'JHVSF ��� POMZ DIBOHFT EJSFDUJPO UXJDFۘCVU UIF QB॒FSO
TVHHFTUFE CZ 'JHVSF ��� JT OP DPJODJEFODF�

'JOBMMZ QPMZOPNJBMT DBO CF UIPVHIU PG BT ۠CVJMEJOH CMPDLTۡ GPS DPNQMJDBUFE TUSVDUVSFT�
य़BU JT QPMZOPNJBMT BSF B GBNJMZ PG JODSFBTJOHMZ FYQSFTTJWF PCKFDUT XIJDI HFU NPSF DPN�
QMFY BT UIF EFHSFF JODSFBTFT� य़JT JEFB JT UIF GPVOEBUJPO PG UIF BQQMJDBUJPO GPS UIJT DIBQUFS
	TIBSJOH TFDSFUT
 BOE JU XJMM HVJEF VT UP VTF 5BZMPS QPMZOPNJBMT UP BQQSPYJNBUF UIJOHT JO
$IBQUFST � BOE ���



�

'JHVSF ���� " QPMZOPNJBM BT B DVSWF JO UIF QMBOF�

1PMZOPNJBMT PDDVS XJUI TUVOOJOH VCJRVJUZ BDSPTT NBUIFNBUJDT� *U NBLFT POF XPOEFS
FYBDUMZ XIZ UIFZ BSF TP DFOUSBM� *UT CFDBVTF QPMZOPNJBMT FODBQTVMBUF UIF GVMM FYQSFT�
TJWJUZ PG BEEJUJPO BOE NVMUJQMJDBUJPO� "T QSPHSBNNFST XF LOPX UIBU FWFO TVDI TJNQMF
PQFSBUJPOT BT CJOBSZ "/% 03 BOE /05 XIFO DPNCJOFE BSCJUSBSJMZ BMMPX VT UP CVJME
DJSDVJUT UIBU NBLF B DPNQVUFS� य़PTF UISFF PQFSBUJPOT ZJFME UIF GVMM HBNVU PG BMHPSJUINT�
1PMZOPNJBMT MM B TJNJMBS SPMF GPS BSJUINFUJD� *OEFFE QPMZOPNJBMT XJUI NVMUJQMF WBSJBCMFT
DBO SFQSFTFOU "/% 03 BOE /05 JG ZPV SFTUSJDU UIF WBMVFT PG UIF WBSJBCMFT UP CF [FSP
BOE POF 	JOUFSQSFUFE BT GBMTF BOE USVF SFTQFDUJWFMZ
�

"/%(x, y) = xy

/05(x) = 1− x

03(x, y) = 1− (1− x)(1− y)

"OZ MPHJDBM DPOEJUJPO DBO CF SFQSFTFOUFE VTJOH B DPNCJOBUJPO PG UIFTF QPMZOPNJBMT�
1PMZOPNJBMT BSF FYQSFTTJWF FOPVHI UP DBQUVSF BMM PG CPPMFBO MPHJD� य़JT TVHHFTUT UIBU
FWFO TJOHMF�WBSJBCMF QPMZOPNJBMT TIPVME IBWF TUSJLJOHMZ DPNQMFY CFIBWJPS� य़F SFTU PG
UIF DIBQUFS XJMM EJTQMBZ CJUT PG UIBU EB[[MJOH QFSGPSNBODF�



��

'JHVSF ���� 1PMZOPNJBMT PG WBSZJOH EFHSFFT�

$VMUVSF
य़F NPTU JNQPSUBOU DVMUVSBM FYQFDUBUJPO POF FWFSZ NBUIFNBUJDJBO LOPXT JT UIBU UIF
TFDPOE ZPV TFF B EFOJUJPO JO B UFYU ZPV NVTU JNNFEJBUFMZ XSJUF EPXO FYBNQMFT�
(FOFSPVT BVUIPST QSPWJEF FYBNQMFT PG HFOVJOFMZ OFX DPODFQUT CVU BO BVUIPS JT OFWFS
PCMJHBUFE UP EP TP� य़F VOTQPLFO SVMF JT UIBU UIF SFBEFS TIPVME OPU DPOUJOVF VOMFTT UIF
SFBEFS VOEFSTUBOET XIBU UIF EFOJUJPO JT TBZJOH� य़BU JT ZPV BSFOU FYQFDUFE UP NBTUFS
UIF DPODFQU NPTU DFSUBJOMZ OPU BU UIF TBNF TQFFE ZPV SFBE JU� #VU ZPV TIPVME IBWF TPNF
JEFB HPJOH GPSXBSE PG XIBU UIF EFOFE XPSET SFGFS UP�

4PॏXBSF UFTUJOH QSPWJEFT B HPPE BOBMPHZ� :PV TUBSU XJUI UIF TJNQMFTU QPTTJCMF UFTUT
VTVBMMZ TF॒JOH BT NBOZ WBMVFT BT ZPV DBO UP [FSP PS POF UIFO XPSL ZPVS XBZ VQ UP
NPSF DPNQMJDBUFE FYBNQMFT� -BUFS XIFO ZPV HFU TUVDL PO TPNF UIFPSFN PS QSPPGۘBO
VOBWPJEBCMF PDDVQBUJPOBM IB[BSEۘZPV SFUVSO UP UIPTF FYBNQMFT BOE UFTU IPX UIF DMBJNT
JO UIF QSPPG BQQMZ UP UIFN� य़JT JT IPX POF CVJMET TP�DBMMFE ۠NBUIFNBUJDBM JOUVJUJPO�ۡ *O
UIF MPOH UFSN UIBU JOUVJUJPO BMMPXT ZPV UP BCTPSC OFX JEFBT GBTUFS�

4P MFUT XSJUF EPXO TPNF FYBNQMFT PG QPMZOPNJBMT BDDPSEJOH UP %FOJUJPO ��� TUBSUJOH
GSPN UIF TJNQMFTU� 5P NBLF ZPV QBZ B॒FOUJPO *MM TMJQ JO TPNF FYBNQMFT UIBU BSF OPU
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QPMZOPNJBMT BOE ZPVS KPC JT UP DIFDL UIFN BHBJOTU UIF EFOJUJPO� 5BLF ZPVS UJNF BOE
ZPV DBO DIFDL ZPVS BOTXFST JO UIF $IBQUFS /PUFT�

f(x) = 0

g(x) = 12

h(x) = 1 + x+ x2 + x3

i(x) = x1/2

j(x) =
1

2
+ x2 − 2x4 + 8x8

k(x) = 4.5 +
1

x
− 5

x2

l(x) = π − 1

e
x5 + eπ3x10

m(x) = x+ x2 − xπ + xe

-JLF TPॏXBSF UFTUJOH FYBNQMFT XFFE PVU QFTLZ FEHF DBTFT BOE DMBSJGZ XIBU JT QFSNJU�
UFE CZ UIF EFOJUJPO� 'PS FYBNQMF UIF FYQPOFOUT PG B QPMZOPNJBM NVTU CF OPOOFHBUJWF
JOUFHFST UIPVHI * POMZ TUBUFE JU JNQMJDJUMZ JO UIF EFOJUJPO�

8IFO SFBEJOH B EFOJUJPO POF PॏFO FODPVOUFST UIF QISBTF ۠CZ DPOWFOUJPO�ۡ य़JT DBO
SFGFS UP B TUSBOHF FEHF DBTF PS B NB॒FS PG UBTUF� " DPNNPO FYBNQMF JT UIF GBDUPSJBM
n! = 1 ·2 · · · · ·n XIFSF 0! = 1 CZ DPOWFOUJPO� य़JT NBLFT GPSNVMBT DMFBOFS BOE QSPWJEFT
B OBUVSBM EFGBVMU WBMVF PG BO ۠FNQUZ QSPEVDUۡ B TFOTJCMF CBTF DBTF GPS B MPPQ UIBU DPNQVUFT
UIF QSPEVDU PG B 	QPTTJCMZ FNQUZ
 MJTU PG OVNCFST�

'PS QPMZOPNJBMT DPOWFOUJPO TUSJLFT XIFO XF JOTQFDU UIF FYBNQMF f(x) = 0� 8IBU JT
UIF EFHSFF PG f 0O POF IBOE JU NBLFT TFOTF UP TBZ UIBU UIF [FSP QPMZOPNJBM IBT EFHSFF
n = 0 BOE a0 = 0� 0O UIF PUIFS IBOE JU BMTP NBLFT TFOTF 	JO B TUSJDU TZOUBDUJDBM TFOTF

UP TBZ UIBU f IBT EFHSFF n = 1 XJUI a0 = 0 BOE a1 = 0 PS n = 2 XJUI UISFF [FSPT� #VU
XF EPOU XBOU B QPMZOPNJBM UP IBWF NVMUJQMF EJTUJODU QPTTJCJMJUJFT GPS EFHSFF� *OEFFE UIJT
XPVME BMMPX f(x) = 0 UP IBWF FWFSZ QPTJUJWF EFHSFF 	CZ BEEJOH FYUSB [FSPT
 EFQSJWJOH
UIF XPSE ۠EFHSFFۡ PG B DPOTJTUFOU JOUFSQSFUBUJPO�

5P BWPJE UIJT XF BNFOE %FOJUJPO ��� TP UIBU UIF MBTU DPFਖ਼DJFOU an JT SFRVJSFE UP
CF OPO[FSP� #VU UIFO UIF GVODUJPO f(x) = 0 JT OPU BMMPXFE UP CF B QPMZOPNJBM� 4P CZ
DPOWFOUJPO XF EFOF B TQFDJBM FYDFQUJPO UIF GVODUJPO f(x) = 0 BT UIF [FSP QPMZOPNJBM�
#Z DPOWFOUJPO UIF [FSP QPMZOPNJBM JT EFOFE UP IBWF EFHSFF−1� /PUF UIBU FWFSZ UJNF B
EFOJUJPO JODMVEFT UIF QISBTF ۠CZ DPOWFOUJPOۡ B DPNQVUFS QSPHSBN HBJOT BO FEHF DBTF��

य़JT FEHF DBTF NBEF VT SFDPOTJEFS UIF SJHIU EFOJUJPO PG B QPMZOPNJBM CVU JU XBT
NPTUMZ B TVQFSDJBM DIBOHF� 0UIFS UJNFT BT XF XJMM DPOGSPOU IFBE PO JO $IBQUFS � XIFO
XF EFOF MJNJUT EFBMJOH XJUI BO FEHF DBTF SFWFBMT UIF TPVM PG B DPODFQU� *UT DVSJPVT IPX
NBUIFNBUJDBM CPPLT UFOE UP TUBSU XJUI UIF OBM QSPEVDU JOTUFBE PG UIF KPVSOFZ UP UIF

� :PV NBZ XPOEFS� JT JU QPTTJCMF UP SFQSFTFOU UIF TBNF QPMZOPNJBM XJUI UXP GPSNVMBT UIBU IBWF EJFSFOU
EFHSFFT य़FPSFN ��� DBO CF VTFE UP QSPWF UIJT JT JNQPTTJCMF� &YFSDJTF � BTLT ZPV UP QSPWF JU VTJOH FMFNFOUBSZ
NFBOT�
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SJHIU EFOJUJPO� 1FSIBQT UFBDIJOH UIF MB॒FS JT NVDI IBSEFS BOE NPSF UJNF DPOTVNJOH
XJUI GFXFS UBOHJCMF CFOFUT� #VU JO BEWBODFE NBUIFNBUJDT EFFQ VOEFSTUBOEJOH DPNFT
JO UT BOE TUBSUT� 0ॏFO OP TVDI EJTUJMMFE FYQMBOBUJPO JT LOPXO�

*O BOZ DBTF FYBNQMFT BSF UIF QSJNBSZ NFUIPE UP DMBSJGZ UIF GFBUVSFT PG B EFOJUJPO�
)BWJOH FYBNQMFT JO ZPVS QPDLFU BT ZPV DPOUJOVF UP SFBE JT JNQPSUBOU BOE DPNJOH VQ
XJUI UIF FYBNQMFT ZPVSTFMG JT XIBU IFMQT ZPV JOUFSOBMJ[F B DPODFQU�

*U JT B CJU TUSBOHF UIBU NBUIFNBUJDJBOT DIPPTF UP XSJUF EFOJUJPOT XJUI WBSJBCMF OBNFT
CZ FYBNQMF SBUIFS UIBO VTJOH UIF TPSU PG OPUBUJPO POFNJHIU VTF UP EFOF B QSPHSBNNJOH
MBOHVBHF TZOUBY� 6TJOH B MPPTF WFSTJPO PG #BDLVT�/BVS GPSN 	#/'
 XIJDI JT VTFE JO
QBSTFST UP EFOF TZOUBY * NJHIU EFOF B QPMZOPNJBM BT�

+Q277B+B2Mi 4 MmK#2`
p�`B�#H2 4 ^t^
i2`K 4 +Q277B+B2Mi  p�`B�#H2 � BMi
TQHvMQKB�H 4 i2`K

% i2`K Y TQHvMQKB�H

य़F QSPCMFN JT UIBU UIJT EFOJUJPO EPFTOU UFMM ZPV XIBU QPMZOPNJBMT BSF BMM BCPVU�
8IJMF %FOJUJPO ��� JTOU QFSGFDU JU TJHOBMT UIBU B QPMZOPNJBM JT B GVODUJPO PG B TJOHMF JOQVU�
#/' POMZ QSPWJEFT B TFRVFODF PG OBNFE UPLFOT� "T B IVNBO XF XBOU UP VOEFSTUBOE UIBU
B QPMZOPNJBM JT B GVODUJPO XJUI QBSUJDVMBS TUSVDUVSF BOE UIBUT OPU DBQUVSFE CZ B QVSFMZ
TZOUBDUJD EFOJUJPO� य़JT UIFNF UIBU NPTU NBUIFNBUJDT JT EFTJHOFE GPS IVNBO�UP�IVNBO
DPNNVOJDBUJPO XJMM GPMMPX VT UISPVHIPVU UIF CPPL� .BUIFNBUJDBM EJTDPVSTF JT BCPVU
HF॒JOH B WJWJE BOE SJHPSPVT JEFB GSPN ZPVS NJOE JOUP TPNFPOF FMTFT NJOE�

य़BUT XIZ BO BVUIPS VTVBMMZ TUBSUT XJUI B DPODFQUVBM EFOJUJPO MJLF %FOJUJPO ���
NBOZ QBHFT CFGPSF EJTDVTTJOH B DPNQVUFS�GSJFOEMZ SFQSFTFOUBUJPO� *UT XIZ NBUIF�
NBUJDJBOT XJMM TFBNMFTTMZ DPOWFSU CFUXFFO SFQSFTFOUBUJPOTۘTVDI BT UIF GVODUJPOBM TFU�
UIFPSFUJD BOE HFPNFUSJD SFQSFTFOUBUJPOT * EFTDSJCFE FBSMJFSۘBT JG NBUIFNBUJDT XFSF UIF
+BWB4DSJQU UZQF TZTUFN PO TUFSPJET� *O +BWB ZPV IBWF UP TFQBSBUF BO JOUFSGBDF GSPN UIF
DMBTTXIJDI JNQMFNFOUT JU BOE JO $�� UFNQMBUFT BSF EJTUJODU GSPN UIFJS VTBHF� *ONBUI XF
PॏFO IBWF NVMUJQMF FRVJWBMFOU EFOJUJPOTۘTPNF DMPTFS UP BO JOUFSGBDF BOE TPNF DMPTFS
UP B TZOUBDUJD SFQSFTFOUBUJPOۘBOE XF IBWF UP QSPWF UIBU UIFZ BSF FRVJWBMFOU UP KVTUJGZ
TXJUDIJOH CFUXFFO UIFN� 0ODF XFWF CVJMU VQ B DPMMFDUJPO PG UIFTF EFOJUJPOT XF PॏFO
TF॒MF PO POF BT UIF ۠DMFBSFTUۡ BOE NPTU HFOFSBMMZ VTFGVM EFOJUJPO UIBU JT QSFTFOUFE STU�
6OEFSMZJOH BMM UIF EFOJUJPOT JT BO BCTUSBDU DPODFQU XF LFFQ JO PVS NJOET� य़F EFOJUJPO
JT POF XBZ UP NBLF UIBU DPODFQU DPODSFUF XIJMF BMTP FYQSFTTJOH POF QBSUJDVMBS GBDFU PG JUT
QSPQFSUJFT GPS UIF UBTL BU IBOE�

* XBOU UP NBLF UIJT FYUSFNFMZ DMFBS CFDBVTF JO NBUIFNBUJDT JUT JNQMJDJU� .Z NBUI
UFBDIFST JO DPMMFHF BOE HSBE TDIPPM OFWFS FYQMJDJUMZ EJTDVTTFE XIZ POF XPVME VTF POF
EFOJUJPO PWFS BOPUIFS CFDBVTF TPNFIPX BMPOH UIF BSEVPVT KPVSOFZ UISPVHI B NBUI
FEVDBUJPO UIF GPMLT XIP SFNBJOFE VOEFSTUPPE JU� *U BMTP FYQMBJOT XIZ VOEFSTUBOEJOH B
EFOJUJPO JT TVDI BO JNQPSUBOU QSFSFRVJTJUF UP SFBEJOH UIF NBUIFNBUJDT UIBU GPMMPXT�

1PMZOPNJBMT NBZ TFFN GSJWPMPVT UP JMMVTUSBUF UIF EJFSFODF CFUXFFO BO PCKFDU�BT�
BCTUSBDU�DPODFQU BOE UIF SFQSFTFOUBUJPOBM DIPJDFT UIBU HP JOUP VOEFSTUBOEJOH B EFOJ�
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UJPO CVU UIF TBNF QB॒FSO MVSLT CFIJOE NPSF DPNQMJDBUFE EFOJUJPOT� 'JSTU UIF BVUIPS
XJMM TUBSU XJUI UIF CFTU DPODFQUVBM EFOJUJPOۘUIF POF UIBU TFFNT UP UIFN XJUI UIF IJOE�
TJHIU PG ZFBST PG TUVEZ UP CF UIF NPTU VTFGVM XBZ UP DPNNVOJDBUF UIF JEFB CFIJOE UIF
DPODFQU� 'PS VT UIBUT %FOJUJPO ���� 0ॏFO UIFTF EFOJUJPOT TFFN UPUBMMZ VTFMFTT GSPN B
QSPHSBNNJOH QFSTQFDUJWF�

य़FO UFO QBHFT MBUFS 	PS B IVOESFE�
 UIF BVUIPS JOUSPEVDFT BOPUIFS EFOJUJPO PॏFO B
EBUB EFOJUJPO XIJDI UVSOT PVU UP CF FRVJWBMFOU UP UIF STU� "OZ QSPQFSUJFT EFOFE JO
UIF STU EFOJUJPO BVUPNBUJDBMMZ IPME JO UIF TFDPOE BOE WJDF WFSTB� #VU UIF EBUB EFटOJUJPO
JT UIF POF UIBU BMMPXT GPS OJDF QSPHSBNT� :PV NJHIU UIJOL UIF BVUIPS XBT DSB[Z OPU UP
TUBSU XJUI UIF EBUB EFOJUJPO CVU JUT UIF DPODFQUVBM EFOJUJPO UIBU TUJDLT JO ZPVS NJOE
HFOFSBMJ[FT BOE HVJEFT ZPV UISPVHI QSPPGT� य़JT JOUFSQMBZ CFUXFFO JOUVJUJWF BOE EBUB
EFOJUJPOT XJMM UBLF DFOUFS TUBHF JO $IBQUFS �� PVS STU FYQPTVSF UP MJOFBS BMHFCSB�

*UT BMTP XPSUI OPUJOH UIBU UIF NVMUJQMJDJUZ PG EFOJUJPOT BSPTF UISPVHIPVU IJTUPSZ�
1PMZOPNJBMT IBWF CFFO TUVEJFE GPS NBOZ DFOUVSJFT CVU QBSTFS�GSJFOEMZ GPSNT PG QPMZOP�
NJBMT XFSFOU OFFEFE VOUJM UIF DPNQVUFS BHF� -JLFXJTF BMHFCSB XBT TUVEJFE CFGPSF UIF
HSBQIJDBM SFQSFTFOUBUJPOT PG %FTDBSUFT BMMPXFE VT UP ESBX QPMZOPNJBMT BT DVSWFT� &BDI
OFX QFSTQFDUJWF BOE EFOJUJPO XBT ESJWFO CZ BO BEEJUJPOBM OFFE� "T B DPOTFRVFODF UIF
۠CFTUۡ EFOJUJPO PG B DPODFQU DBO DIBOHF� य़SPVHIPVU IJTUPSZ NBUI IBT CFFO TIBQFE BOE
SFTIBQFE UP SFOF SJHPSJ[F BOE EJTUJMM UIF DPSF JOTJHIUT PॏFO UP FBTF UIF GBTIJPOBCMF
DBMDVMBUJPOT PG UIF UJNF�

*O BOZ DBTF UIF QPJOU JT UIBU XFXJMM VJEMZ DPOWFSU CFUXFFO UIFNBOZXBZT PG UIJOLJOH
BCPVU QPMZOPNJBMT� BT FYQSFTTJPOT EFOFE BCTUSBDUMZ CZ QJDLJOH B MJTU PG OVNCFST PS BT
GVODUJPOT XJUI B TQFDJBM TUSVDUVSF� &FDUJWF NBUIFNBUJDT JT FYJCMF JO UIJT XBZ�

��� " -J॒MF .PSF /PUBUJPO
8IFO EFOJOH B GVODUJPO POF PॏFO VTFT UIF DPNQBDU BSSPX OPUBUJPO f : A → B UP

EFTDSJCF UIF BMMPXFE JOQVUT BOE PVUQVUT� "MM QPTTJCMF JOQVUT BSF DPMMFDUJWFMZ DBMMFE UIF
EPNBJO BOE BMM QPTTJCMF PVUQVUT BSF DBMMFE UIF SBOHF� य़FSF JT POF DBWFBU *MM FYQMBJO WJB
QSPHSBNNJOH� 4BZ ZPV IBWF B GVODUJPO UIBU EPVCMFT UIF JOQVU TVDI BT

BMi 7UBMi tV &
`2im`M k tc

'

य़F JOQVUT BSF JOUFHFST BOE UIF UZQF PG UIF PVUQVU JT BMTP JOUFHFS CVU � JT OPU B QPTTJCMF
PVUQVU PG UIJT QBSUJDVMBS GVODUJPO�

*O NBUI XF EJTBNCJHVBUF UIJT XJUI UXP XPSET� 3BOHF JT UIF TFU PG BDUVBM PVUQVUT PG
B GVODUJPO BOE UIF ۠UZQFۡ PG PVUQVUT JT DBMMFE UIF DPEPNBJO� य़F OPUBUJPO f : A → B
TQFDJFT UIF EPNBJO A BOE DPEPNBJO B XIJMF UIF SBOHF EFQFOET PO UIF TFNBOUJDT PG f �
8IFO POF JOUSPEVDFT B GVODUJPO BT QSPHSBNNFST EP XJUI UZQF TJHOBUVSFT BOE GVODUJPO
IFBEFST XF TUBUF UIF OPUBUJPO f : A→ B CFGPSF UIF GVODUJPO EFOJUJPO�

#FDBVTF NBUIFNBUJDJBOT XFSF OPU PSJHJOBMMZ DPOTUSBJOFE CZ "4$** UIFZ EFWFMPQFE
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PUIFS TZNCPMT GPS UZQFT� य़F TZNCPM GPS UIF TFU PG SFBM OVNCFST JT R� य़F GPOU JT DBMMFE
۠CMBDLCPBSE�CPMEۡ BOE JUT UIF TUBOEBSE GPOU GPS EFOPUJOH OVNCFS TZTUFNT� "QQMZJOH UIF
BSSPX OPUBUJPO B QPMZOPNJBM JT f : R → R� " DPNNPO QISBTF JT UP TBZ B QPMZOPNJBM
JT ۠PWFS UIF SFBMTۡ UP NFBO JU IBT SFBM DPFਖ਼DJFOUT� "T PQQPTFE UP TBZ B QPMZOPNJBM PWFS
UIF JOUFHFST UIBU IBT JOUFHFS DPFਖ਼DJFOUT�

.PTU GBNPVT OVNCFS UZQFT IBWF TQFDJBM TZNCPMT� य़F TZNCPM GPS JOUFHFST JT Z BOE
UIF QPTJUJWF JOUFHFST BSF EFOPUFE CZ N PॏFO DBMMFE UIF OBUVSBM OVNCFST�� य़FSF JT BO
BNVTJOH EJTQVUF PG OP SFBM DPOTFRVFODF CFUXFFO MPHJDJBOT BOE PUIFS NBUIFNBUJDJBOT PO
XIFUIFS [FSP JT B OBUVSBM OVNCFS XJUI MPHJDJBOT EFNBOEJOH JU JT�

'JOBMMZ *MM VTF UIF ∈ TZNCPM SFBE ۠JOۡ UP BTTFSU PS BTTVNF NFNCFSTIJQ JO TPNF TFU�
'PS FYBNQMF q ∈ N JT UIF DMBJN UIBU q JT B OBUVSBM OVNCFS� *U JT MJUFSBMMZ TIPSU IBOE GPS
UIF QISBTF ۠q JT JO UIF OBUVSBM OVNCFSTۡ PS ۠q JT B OBUVSBM OVNCFS�ۡ *U DBO CF VTFE JO B
DPOEJUJPO 	QSFDFEFE CZ ۠Jۡ
 BO BTTFSUJPO 	QSFDFEFE CZ ۠TVQQPTFۡ
 PS B RVFTUJPO�

��� &YJTUFODF � 6OJRVFOFTT
)BWJOH TFFO TPNF EFOJUJPOT XFSF SFBEZ UP EFWFMPQ UIF NBJO UPPM XF OFFE GPS TFDSFU

TIBSJOH� UIF FYJTUFODF BOE VOJRVFOFTT UIFPSFN GPS QPMZOPNJBMT QBTTJOH UISPVHI B HJWFO
TFU PG QPJOUT�

'JSTU B XPSE BCPVU FYJTUFODF BOE VOJRVFOFTT� &YJTUFODF QSPPGT BSF DMBTTJD JO NBUIFNBU�
JDT� य़FZ DPNF JO BMM TIBQFT BOE TJ[FT� .BUIFNBUJDJBOT MJLF UP UBLF JOUFSFTUJOH QSPQFSUJFT
UIFZ TFF PO TNBMM PCKFDUT XSJUF EPXO UIF QSPQFSUZ JO HFOFSBM BOE UIFO BTL UIJOHT MJLF
۠"SF UIFSF BSCJUSBSJMZ MBSHF PCKFDUT XJUI UIJT QSPQFSUZ ۡ PS ۠"SF UIFSF JOOJUFMZ NBOZ
PCKFDUT XJUI UIJT QSPQFSUZ ۡ * JNBHJOF B TJNJMBS QB॒FSO JO QIZTJDT� (JWFO FRVBUJPOT UIBU
HPWFSO UIF JOUFSOBM XPSLJOHT PG B TUBS ZPV NJHIU BTL XPVME UIFTF FRVBUJPOT TVQQPSU
BSCJUSBSJMZ NBTTJWF TUBST 

0OF TJNQMF VOJRVFOFTT RVFTUJPO JT RVJUF GBNPVT� BSF UIFSF BSF JOOJUFMZ NBOZ QBJST
PG QSJNF OVNCFST PG UIF GPSN p, p+ 2 'PS FYBNQMF 11 BOE 13 XPSL CVU 23 JT OPU QBSU
PG TVDI B QBJS�� *UT BO PQFO RVFTUJPO XIFUIFS UIFSF BSF JOOJUFMZ NBOZ TVDI QBJST� य़F
BTTFSUJPO UIBU UIFSF BSF JT DBMMFE UIF 5XJO 1SJNF $POKFDUVSF�

*O TPNF DBTFT ZPV HFU MVDLZ BOE UIF QSPQFSUZ ZPV EFOFE JT TQFDJD FOPVHI UP TJOHMF
PVU B VOJRVF NBUIFNBUJDBM PCKFDU� य़JT JT XIBU XJMM IBQQFO UP VT XJUI QPMZOPNJBMT� 0UIFS
UJNFT UIF QSPQFSUZ 	PS MJTU PG QSPQFSUJFT
 ZPV EFOFE BSF UPP SFTUSJDUJWF BOE UIFSF BSF OP
NBUIFNBUJDBM PCKFDUT UIBU DBO TBUJTGZ JU� 'PS FYBNQMF ,MFJOCFSHT *NQPTTJCJMJUZ य़FPSFN
GPS $MVTUFSJOH MBZT PVU UISFF OBUVSBM QSPQFSUJFT GPS B DMVTUFSJOH BMHPSJUIN 	BO BMHPSJUIN
UIBU OET EFOTF HSPVQT PG QPJOUT JO B HFPNFUSJD EBUBTFU
 BOE QSPWFT UIBU OP BMHPSJUIN
DBO TBUJTGZ BMM UISFF TJNVMUBOFPVTMZ� 4FF UIF $IBQUFS /PUFT GPS NPSF PO UIJT� य़PVHI
TVDI UIFPSFNT BSF PॏFO IFSBMEFE BT HFOJVT NPSF PॏFO UIBO OPU NBUIFNBUJDJBOT BWPJE
JNQPTTJCJMJUZ CZ UVSOJOH TNBMM FYBNQMFT JOUP CSPBE DPOKFDUVSFT�

य़BUT IPX XFMM BQQSPBDI FYJTUFODF BOE VOJRVFOFTT GPS QPMZOPNJBMT� )FSF JT UIF UIFP�
�य़F ; TUBOET GPS ;BIMFO UIF (FSNBO XPSE GPS ۠OVNCFST�ۡ
� 4FF IPX * JNNFEJBUFMZ XSPUF EPXO FYBNQMFT 
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SFN XFMM QSPWF TUBUFE JO JUT NPTU QSFDJTF GPSN� %POU XPSSZ XFMM HP DBSFGVMMZ UISPVHI
FWFSZ CJU PG JU CVU USZ UP SFBE JU OPX�

FPSFNࢊ ���� 'PS BOZ JOUFHFS n ≥ 0 BOE BOZ MJTU PG n + 1 QPJOUT
(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn+1, yn+1) JO R2 XJUI x1 < x2 < · · · < xn+1 UIFSF FYJTUT B
VOJRVF QPMZOPNJBM p(x) PG EFHSFF BU NPTU n TVDI UIBU p(xi) = yi GPS BMM i�

य़F POF QJFDF PG OFX OPUBUJPO JT UIF FYQPOFOU PO R2� य़JT NFBOT ۠QBJSTۡ PG SFBM OVN�
CFST� -JLFXJTF Z3 XPVME CF USJQMFT PG JOUFHFST BOE N10 MFOHUI��� UVQMFT PG OBUVSBM OVN�
CFST�

" CSJFGFS NPSF JOGPSNBM XBZ UP TUBUF UIF UIFPSFN� UIFSF JT B VOJRVF EFHSFF n QPMZ�
OPNJBM QBTTJOH UISPVHI B DIPJDF PG n + 1 QPJOUT�� /PX KVTU MJLF XJUI EFOJUJPOT UIF
STU UIJOH XF OFFE UP EP XIFO XF TFF B OFX UIFPSFN JT XSJUF EPXO UIF TJNQMFTU QPTTJ�
CMF FYBNQMFT� *O BEEJUJPO UP TJNQMJGZJOH UIF UIFPSFN JU XJMM HJWF VT FYBNQMFT UP XPSL
XJUI XIJMF HPJOH UISPVHI UIF QSPPG� 8SJUF EPXO TPNF FYBNQMFT OPX� "T NBUIFNBUJDJBO
"MGSFE 8IJUFIFBE TBJE ۠8F UIJOL JO HFOFSBMJUJFT CVU XF MJWF JO EFUBJMT�ۡ

#BDL BMSFBEZ *MM TIPX ZPV FYBNQMFT *E XSJUF EPXO BOE ZPV DBO DPNQBSF ZPVS QSP�
DFTT UP NJOF� य़F TJNQMFTU FYBNQMF JT n = 0 TP UIBU n+ 1 = 1 BOE XFSF XPSLJOH XJUI
B TJOHMF QPJOU� -FUT QJDL POF BU SBOEPN TBZ (7, 4)� य़F UIFPSFN BTTFSUT UIBU UIFSF JT B
VOJRVF EFHSFF [FSP QPMZOPNJBM QBTTJOH UISPVHI UIJT QPJOU� 8IBUT B EFHSFF [FSP QPMZOP�
NJBM -PPLJOH CBDL BU %FOJUJPO ��� JUT B GVODUJPO MJLF a0+a1x+a2x2+ · · ·+adxd 	*N
VTJOH d GPS UIF EFHSFF IFSF CFDBVTF n JT BMSFBEZ UBLFO
 XIFSF XFWF DIPTFO UP TFU d = 0�
4F॒JOH d = 0 NFBOT UIBU f IBT UIF GPSN f(x) = a0� 4P XIBUT TVDI B GVODUJPO XJUI
f(7) = 4 य़FSF JT OP DIPJDF CVU f(x) = 4� *U TIPVME CF DMFBS UIBU JUT UIF POMZ EFHSFF
[FSP QPMZOPNJBM UIBU EPFT UIJT� *OEFFE UIF EBUVN UIBU EFOFT B EFHSFF�[FSP QPMZOPNJBM
JT B TJOHMF OVNCFS BOE UIF DPOTUSBJOU PG QBTTJOH UISPVHI UIF QPJOU (7, 4) GPSDFT UIBU POF
QJFDF PG EBUB UP B TQFDJD WBMVF�

-FUT NPWF PO UP B TMJHIUMZ MBSHFS FYBNQMF XIJDI *MM BMMPX ZPV UP XPSL PVU GPS ZPVSTFMG
CFGPSF HPJOH UISPVHI UIF EFUBJMT� 8IFO n = 1 BOE XF IBWF n + 1 = 2 QPJOUT TBZ
(2, 3), (7, 4) UIF UIFPSFN DMBJNT B VOJRVF EFHSFF � QPMZOPNJBM f XJUI f(2) = 3 BOE
f(7) = 4� 'JOE JU CZ XSJUJOH EPXO UIF EFOJUJPO GPS B QPMZOPNJBM JO UIJT TQFDJBM DBTF BOE
TPMWJOH UIF UXP SFTVMUJOH FRVBUJPOT��

"MSJHIU� " EFHSFF � QPMZOPNJBM IBT UIF GPSN

f(x) = a0 + a1x.

8SJUJOH EPXO UIF UXP FRVBUJPOT f(2) = 3, f(7) = 4 XF NVTU TJNVMUBOFPVTMZ TPMWF�

a0 + a1 · 2 = 3

a0 + a1 · 7 = 4

� 5P TBZ B GVODUJPO f(x) ۠QBTTFTۡ UISPVHI B QPJOU (a, b)NFBOT UIBU f(a) = b� 8IFOXF TBZ UIJT XFSF UIJOLJOH
PG f BT B HFPNFUSJD DVSWF� *UT ۜQBTTJOH UISPVHI UIF QPJOU CFDBVTF XF JNBHJOF B EPU PO UIF DVSWF NPWJOH
BMPOH JU� य़BU QFSTQFDUJWF BMMPXT GPS DPMPSGVM MBOHVBHF JO QMBDF PG OPUBUJPO�

� *G ZPVSF DPNGPSUBCMF TPMWJOH CBTJD TZTUFNT PG FRVBUJPOT ZPV NBZ XBOU UP TLJQ BIFBE UP UIF OFYU TFDUJPO�
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*G XF TPMWF GPS a0 JO UIF STU FRVBUJPO XF HFU a0 = 3− 2a1� 4VCTUJUVUJOH UIBU JOUP UIF
TFDPOE FRVBUJPO XF HFU (3 − 2a1) + a1 · 7 = 4 XIJDI TPMWFT GPS a1 = 1/5� 1MVHHJOH
UIJT CBDL JOUP UIF STU FRVBUJPO HJWFT a0 = 3− 2/5� य़JT IBT GPSDFE UIF QPMZOPNJBM UP CF
FYBDUMZ

f(x) =

(
3− 2

5

)
+

1

5
x =

13

5
+

1

5
x.

(FPNFUSJDBMMZ B EFHSFF � QPMZOPNJBM JT B MJOF� 0VS FYBNQMF BCPWF SFJOGPSDFT B GBDU
XF BMSFBEZ LOPX UIBU UIFSF JT B VOJRVF MJOF CFUXFFO BOZ UXP QPJOUT� 8FMM JUT OPU RVJUF
UIF TBNF GBDU� 8IBU JT EJFSFOU BCPVU UIJT TDFOBSJP य़F TUBUFNFOU PG UIF UIFPSFN TBJE
۠x1 < x2 < · · · < xn+1 �ۡ *O PVS FYBNQMF UIJT NFBOT XF SFRVJSF x1 < x2� 4P UIJT JT
XIFSF XF SVO B TBOJUZ DIFDL� 8IBU IBQQFOT JG x1 = x2 य़JOL BCPVU JU BOE JG ZPV DBOU
UFMM UIFO ZPV TIPVME USZ UP QSPWF JU XSPOH� USZ UP OE B EFHSFF � QPMZOPNJBM QBTTJOH
UISPVHI UIF QPJOUT (2, 3), (2, 5)�

य़F QSPCMFN DPVME CF UIBU UIFSF JT OP EFHSFF � QPMZOPNJBM QBTTJOH UISPVHI UIPTF QPJOUT
WJPMBUJOH FYJTUFODF� 0S UIF QSPCMFN NJHIU CF UIBU UIFSF BSF NBOZ EFHSFF � QPMZOPNJBMT
QBTTJOH UISPVHI UIFTF UXP QPJOUT WJPMBUJOH VOJRVFOFTT� *UT ZPVS KPC UP EFUFSNJOF XIBU
UIF QSPCMFN JT� "OE EFTQJUF JU CFJOH QFEBOUJD ZPV TIPVME XPSL TUSBJHIU GSPN UIF EFOJ�
UJPO PG B QPMZOPNJBM� %POU VTF BOZ NOFNPOJDT PS IFVSJTUJDT ZPV NBZ SFNFNCFS� XFSF
QSBDUJDJOH SFBEJOH GSPN QSFDJTF EFOJUJPOT�

*O DBTF ZPVSF TUVDL MFUT GPMMPX PVS QB॒FSO GSPN CFGPSF� *G XF DBMM a0 + a1x PVS
QPMZOPNJBM TBZJOH JU QBTTFT UISPVHI UIFTF UXP QPJOUT JT FRVJWBMFOU UP TBZJOH UIBU UIFSF
JT B TJNVMUBOFPVT TPMVUJPO UP UIF GPMMPXJOH UXP FRVBUJPOT f(2) = 3 BOE f(2) = 5�

a0 + a1 · 2 = 3

a0 + a1 · 2 = 5

8IBU IBQQFOT XIFO ZPV USZ UP TPMWF UIFTF FRVBUJPOT MJLF XF EJE CFGPSF 5SZ JU�
8IBU BCPVU GPS UISFF QPJOUT PS NPSF 8FMM UIBUT UIF QPJOU BU XIJDI JU NJHIU TUBSU UP

HFU EJਖ਼DVMU UP DPNQVUF� :PV DBO USZ CZ TF॒JOH VQ FRVBUJPOT MJLF UIPTF * XSPUF BCPWF BOE
XJUI TPNF FMCPX HSFBTF ZPVMM TPMWF JU� 4VDI UIJOHT BSF CFTU EPOF JO QSJWBUF TP ZPV DBO
NBLF QMFOUJGVM NJTUBLFT XJUIPVU CFJOH KVEHFE GPS JU�

/PX UIBU XFWF XPSLFE PVU UXP FYBNQMFT PG UIF UIFPSFN JO BDUJPO MFUT NPWF PO UP
UIF QSPPG� य़F QSPPG XJMM IBWF UXP QBSUT FYJTUFODF BOE VOJRVFOFTT� य़BU JT STU XFMM
TIPX UIBU B QPMZOPNJBM TBUJTGZJOH UIF SFRVJSFNFOUT FYJTUT BOE UIFO XFMM TIPX UIBU JG
UXP QPMZOPNJBMT CPUI TBUJTFE UIF SFRVJSFNFOUT UIFZE IBWF UP CF UIF TBNF� *O PUIFS
XPSET UIFSF DBO POMZ CF POF QPMZOPNJBM XJUI UIBU QSPQFSUZ�

&YJTUFODF PG 1PMZOPNJBMT य़SPVHI 1PJOUT
8FXJMM TIPX FYJTUFODF CZ EJSFDU DPOTUSVDUJPO� य़BU JT XFMM ۠CF DMFWFSۡ BOE OE B HFOFSBM
XBZ UP XSJUF EPXO B QPMZOPNJBM UIBU XPSLT� #FJOH DMFWFS TPVOET TDBSZ CVU UIF QSPDFTT
JT BDUVBMMZ RVJUF OBUVSBM BOE JU GPMMPXT UIF TBNF QB॒FSO BT XF EJE GPS SFBEJOH BOE VO�
EFSTUBOEJOH EFOJUJPOT� ZPV TUBSU XJUI UIF TJNQMFTU QPTTJCMF FYBNQMF 	CVU UIJT UJNF UIF
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FYBNQMF XJMM CF HFOFSJD
 BOE UIFO ZPV XPSL VQ UP NPSF DPNQMJDBUFE FYBNQMFT� #Z UIF
UJNF XF HFU UP n = 2 XF XJMM OPUJDF B QB॒FSO UIBU QB॒FSO XJMM TVHHFTU B GPSNVMB GPS UIF
HFOFSBM TPMVUJPO BOE XF XJMM QSPWF JUT DPSSFDU� *O GBDU PODF XF VOEFSTUBOE IPX UP CVJME
UIF HFOFSBM GPSNVMB UIF QSPPG UIBU JU XPSLT XJMM CF USJWJBM�

-FUT TUBSU XJUI B TJOHMF QPJOU (x1, y1) BOE n = 0� *N OPU TQFDJGZJOH UIF WBMVFT PG x1
PS y1 CFDBVTF * EPOU XBOU UIF DPOTUSVDUJPO UP EFQFOE PO NZ BSCJUSBSZ TQFDJD DIPJDFT� *
NVTU FOTVSF UIBU f(x1) = y1 BOE UIBU f IBT EFHSFF [FSP� 4JNQMZ FOPVHI XF TFU UIF STU
DPFਖ਼DJFOU PG f UP y1 UIF SFTU [FSP�

f(x) = y1

0O UP UXP QPJOUT� $BMM UIFN (x1, y1), (x2, y2) 	OPUF UIF WBSJBCMF JT KVTU QMBJO x BOE NZ
FYBNQMF JOQVUT BSF x1, x2, . . . 
� /PX IFSFT BO JOUFSFTUJOH JEFB� * DBO XSJUF UIF QPMZOP�
NJBM JO UIJT TUSBOHF XBZ�

f(x) = y1
x− x2
x1 − x2

+ y2
x− x1
x2 − x1

-FUT WFSJGZ UIBU UIJT XPSLT� *G * FWBMVBUF f BU x1 UIF TFDPOE UFSN HFUT x1 − x1 =
0 JO UIF OVNFSBUPS BOE TP UIF TFDPOE UFSN JT [FSP� य़F STU UFSN IPXFWFS CFDPNFT
y1

x1−x2
x1−x2

= y1 · 1 XIJDI JT XIBU XF XBOUFE� XF HBWF x1 BT JOQVU BOE UIF PVUQVU XBT y1�
"MTP OPUF UIBU XF IBWF FYQMJDJUMZ EJTBMMPXFE x1 = x2 CZ UIF DPOEJUJPOT JO UIF UIFPSFN
TP UIF GSBDUJPOT XJMM OFWFS CF 0/0�

-JLFXJTF JG ZPV FWBMVBUF f(x2) UIF STU UFSN JT [FSP BOE UIF TFDPOE UFSN FWBMVBUFT
UP y2� 4P XF IBWF CPUI f(x1) = y1 BOE f(x2) = y2 BOE UIF FYQSFTTJPO JT B EFHSFF �
QPMZOPNJBM� )PX EP * LOPX JUT EFHSFF POF XIFO * XSPUF f JO UIBU TUSBOHF XBZ 'PS POF
* DPVME SFXSJUF f MJLF UIJT�

f(x) =
y1

x1 − x2
(x− x2) +

y2
x2 − x1

(x− x1),

BOE TJNQMJGZ XJUI UZQJDBM BMHFCSB UP HFU UIF GPSN SFRVJSFE CZ UIF EFOJUJPO�

f(x) =
x1y2 − x2y1
x1 − x2

+

(
y1 − y2
x1 − x2

)
x

8IBU B IFBEBDIF� *OTUFBE PG EPJOH BMM UIBU BMHFCSB * DPVME PCTFSWF UIBU OP QPXFST PG x
BQQFBS JO UIF GPSNVMB GPS f UIBU BSF MBSHFS UIBO � BOE XF OFWFS NVMUJQMZ UXP xT UPHFUIFS�
4JODF UIFTF BSF UIF POMZ XBZT UP HFU EFHSFF CJHHFS UIBO � XF DBO TLJQ UIF BMHFCSB BOE CF
DPOEFOU UIBU UIF EFHSFF JT ��

य़F LFZ UP UIF BCPWF JEFB BOE UIF SFBTPO XF XSPUF JU EPXO JO UIBU TUSBOHF XBZ JT TP
UIBU FBDI DPOTUSBJOU 	F�H� f(x1) = y1
 DPVME CF JTPMBUFE JO JUT PXO UFSN XIJMF BMM UIF
PUIFS UFSNT FWBMVBUF UP [FSP� 'PS UISFF QPJOUT (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) XF KVTU IBWF UP
CFFG VQ UIF UFSNT UP NBJOUBJO UIF TBNF QSPQFSUZ� XIFO ZPV QMVH JO x1 BMM UFSNT FYDFQU
UIF STU FWBMVBUF UP [FSP BOE UIF GSBDUJPO JO UIF STU UFSN FWBMVBUFT UP �� 8IFO ZPV QMVH
JO x2 UIF TFDPOE UFSN JT UIF POMZ POF UIBU TUBZT OPO[FSP BOE MJLFXJTF GPS UIF UIJSE� )FSF
JT UIF HFOFSBMJ[BUJPO UIBU EPFT UIF USJDL�
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f(x) = y1
(x−x2)(x−x3)

(x1−x2)(x1−x3)
+ y2

(x−x1)(x−x3)
(x2−x1)(x2−x3)

+ y3
(x−x1)(x−x2)

(x3−x1)(x3−x2)

/PX ZPV DPNF JO� &WBMVBUF f BU x1 BOE WFSJGZ UIBU UIF TFDPOE BOE UIJSE UFSNT BSF [FSP
BOE UIBU UIF STU UFSN TJNQMJFT UP y1� य़F TZNNFUSZ JO UIF GPSNVMB TIPVME DPOWJODF
ZPV UIBU UIF TBNF IPMET USVF GPS x2, x3 XJUIPVU IBWJOH UP HP UISPVHI BMM UIF TUFQT UXP
NPSF UJNFT� य़FO BSHVF XIZ f JT EFHSFF 2�

य़F HFOFSBM GPSNVMB GPS n QPJOUT (x1, y1), . . . , (xn, yn) TIPVME GPMMPX UIF TBNF QB॒FSO�
"EE VQ B CVODI PG UFSNT BOE GPS UIF i�UI UFSN ZPVNVMUJQMZ yi CZ B GSBDUJPO ZPV DPOTUSVDU
BDDPSEJOH UP UIF SVMF� UIF OVNFSBUPS JT UIF QSPEVDU PG x−xj GPS FWFSZ j FYDFQU i BOE UIF
EFOPNJOBUPS JT B QSPEVDU PG BMM UIF (xi − xj) GPS UIF TBNF jT BT UIF OVNFSBUPS� *U XPSLT
GPS UIF TBNF SFBTPO UIBU PVS GPSNVMB XPSLT GPS UISFF UFSNT BCPWF� #Z OPX UIF QSPDFTT
JT DMFBS FOPVHI UIBU ZPV DPVME XSJUF B QSPHSBN UP CVJME UIFTF QPMZOPNJBMT RVJUF FBTJMZ
BOE XFMM XBML UISPVHI TVDI B QSPHSBN UPHFUIFS BU UIF FOE PG UIF DIBQUFS�

)FSF JT UIF OPUBUJPO WFSTJPO PG UIF QSPDFTT XF KVTU EFTDSJCFE JO XPSET� *UT B NFTT CVU
XFMM CSFBL JU EPXO�

f(x) =
n∑

i=1

yi ·

⎛

⎝
∏

j ̸=i

x− xj
xi − xj

⎞

⎠

8IBU B NPVUIGVM� *MM BTTVNF UIF
∑

,
∏

TZNCPMT BSF OFX UP ZPV� य़FZ BSF SFBE TFNBO�
UJDBMMZ BT ۠TVNۡ BOE ۠QSPEVDUۡ PS UZQPHSBQIJDBMMZ BT ۠TJHNBۡ BOE ۠QJ �ۡ य़FZ FTTFOUJBMMZ
SFQSFTFOU MPPQT PG BSJUINFUJD� य़BU JT UIF TUBUFNFOU

∑n
i=1(FYQS) JT FRVJWBMFOU UP UIF

GPMMPXJOH DPEF TOJQQFU�

BMi Bc
bQK2ivT2 i?2amK 4 /27�mHio�Hm2c

7Q` UB 4 Rc B I4 Mc BYYV &
i?2amK Y4 2tT`UBVc

'

`2im`M i?2amKc

/PUF CZ JOEFYJOH GSPN � BOE JODMVEJOH UIF VQQFS MJNJU PG UIF GPS MPPQ DPOEJUJPO XF BSF
EFWJBUJOH GSPN UIF TUBOEBSE QSPHSBNNJOH TUZMF� *OEFYJOH GSPN [FSP MJLF

∑n
i=0 QSPEVDFT

n+ 1 UFSNT JO UIF SFTVMUJOH TVN�
* VTFE UIF VOEFOFE UPLFOT /27�mHio�Hm2 BOE bQK2ivT2 UP IJHIMJHIU UIBU UIF NFBO�

JOH PG UIF TVN EFQFOET PO XIBU UIF DPOWFOUJPOBM ۜ[FSP PCKFDU JT JO UIBU TF॒JOH� 'PS
BEEJOH OVNCFST UIF [FSP PCKFDU JT [FSP BOE GPS BEEJOH QPMZOPNJBMT JUT UIF [FSP QPMZOP�
NJBM� *U HFUT FYPUJD XJUI NPSF BEWBODFE NBUIFNBUJDT XIJDI XFMM TFF JO $IBQUFS �� XIFO
XF TUVEZ HSPVQT� य़F QPJOU JT UIBU

∑
EPFT OPU JNQMZ B UZQF� *UT NFSFMZ B TIPSUIBOE GPS

UIF TZNCPM +�
.PSFPWFS FYQMBJOJOH

∑
VTJOH DPEF BMMPXT NF UP EFOF

∏
CZ BOBMPHZ� ZPV KVTU SF�

QMBDF Y4 XJUI  4 BOE SFJOUFSQSFU UIF ۠EFGBVMU WBMVFۡ BT XIBU NBLFT TFOTF GPS NVMUJQMJDB�



��

UJPO� 'VODUJPOBM QSPHSBNNFST XJMM LOPX UIJT QB॒FSO XFMM CFDBVTF CPUI BSF B ۠GPMEۡ 	PS
۠SFEVDFۡ
 GVODUJPO XJUI B QBSUJDVMBS DIPJDF PG CJOBSZ PQFSBUJPO BOE JOJUJBM WBMVF�

य़F OPUBUJPO
∏

j ̸=i BEET UISFF DBWFBUT� 'JSTU SFDBMM UIBU JO UIJT DPOUFYU i JT YFE CZ UIF
PVUFS MPPQ TP j JT UIF MPPQJOH WBSJBCMF 	VOGPSUVOBUFMZ UIF SFBEFS JT SFRVJSFE UP LFFQ USBDL
PG TDPQF XIFO JU DPNFT UP OFTUFE TVNT BOE QSPEVDUT
� 4FDPOE UIF CPVOET PO j BSF OPU
TUBUFE� XF IBWF UP JOGFS UIFN GSPN UIF DPOUFYU� य़FSF BSF UXP IJOUT� XFSF DPNQBSJOH j
UP i TP JU TIPVME QSPCBCMZ IBWF UIF TBNF SBOHF BT i VOMFTT PUIFSXJTF TUBUFE BOE XF DBO
TFF XIFSF JO UIF FYQSFTTJPO XFSF VTJOH j� 8FSF VTJOH JU BT BO JOEFY PO UIF xT� 4JODF
UIF x JOEJDFT HP GSPN 1 UP n XFE FYQFDU j UP IBWF UIBU SBOHF� #FJOH TP MPPTF NJHIU TFFN
IB[BSEPVT CVU JG NBUIFNBUJDJBOT DPOTJEFS JU ۠FBTZۡ UP JOGFS UIF JOUFOU PG B OPUBUJPO UIFO
JU JT DPOTJEFSFE SJHPSPVT FOPVHI��

य़PVHI JU TPNFUJNFT NBLFT NF DSJOHF UP TBZ JU HJWF UIF BVUIPS UIF CFOFU PG UIF
EPVCU� 8IFO UIJOHT BSF BNCJHVPVT QJDL UIF PQUJPO UIBU EPFTOU CSFBL UIF NBUI� *O UIJT
SFTQFDU ZPV IBWF UP BDU BT CPUI UIF UFTUFS UIF DPNQJMFS BOE UIF CVH YFS XIFO ZPVSF
SFBEJOH NBUI� य़F CFTU EFGBVMU BTTVNQUJPO JT UIBU UIF BVUIPS JT GBS TNBSUFS UIBO XF BSF
BOE JG ZPV EPOU VOEFSTUBOE TPNFUIJOH JUT MJLFMZ B VTFS FSSPS BOE OPU B CVH� *O UIF
PDDBTJPOBM FWFOU UIBU UIF BVUIPS JT XSPOH JUT PॏFO B TJNQMF NJTUBLF PS UZQP UP XIJDI
BO FYQFSJFODFE SFBEFS XPVME TBZ ۠य़F BVUIPS PCWJPVTMZ NFBOU ۜGPP CFDBVTF PUIFSXJTF
OPOF PG UIJT NBLFT TFOTFۡ BOE DPOUJOVF VOTDBUIFE�

'JOBMMZ UIF j ̸= i QBSU JT BO JNQMJFE MUFS PO UIF SBOHF PG j� *OTJEF UIF 7Q` MPPQ ZPV BEE
BO FYUSB B7 TUBUFNFOU UP TLJQ UIBU JUFSBUJPO JG j = i� 3FBE PVU MPVE

∏
j ̸=i XPVME CF ۠UIF

QSPEVDU PWFS j OPU FRVBM UP i�ۡ *G XF XBOUFE UP XSJUF PVU UIF QSPEVDU�OFTUFE�JO�B�TVN BT
B OFTUFE MPPQ JU XPVME MPPL MJLF UIJT�

BMi B- Dc
bQK2ivT2 i?2amK 4 /27�mHiamKo�Hm2c

7Q` UB 4 Rc B I4 Mc BYYV &
Qi?2`ivT2 T`Q/m+i 4 /27�mHiS`Q/m+io�Hm2c

7Q` UD 4 Rc D I4 Mc DYYV &
B7 UD 54 BV &
T`Q/m+i  4 7QQUB- DVc

'
'

i?2amK Y4 #�`UBV  T`Q/m+ic
'

`2im`M i?2amKc

f(x) =
n∑

i=1

CBS(i)

⎛

⎝
∏

j ̸=i

GPP(i, j)

⎞

⎠

$PNQBSF UIF NBUI BOE DPEF BOE NBLF TVSF ZPV DBO DPOOFDU UIF TUSVDUVSBM QJFDFT�
0ॏFO UIF JOOFS QBSFOUIFTFT BSF PNJ॒FE XJUI UIF EFGBVMU BTTVNQUJPO UIBU FWFSZUIJOH UP
UIF SJHIU PG B

∑
PS
∏

JT JO UIF CPEZ PG UIBU MPPQ�
� "OPUIFS SFBTPO JT UIBU NBUIFNBUJDJBOT HFU UJSFE PG XSJUJOH UIFTF ۠PCWJPVTۡ EFUBJMT PWFS BOE PWFS BHBJO� .BUI�
FNBUJDJBOT EPOU IBWF UFYU FEJUPS UPPMT MJLF QSPHSBNNFST EP�
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*G UIF GPSNVMB PO UIF SJHIU TUJMM TFFNT JNQFOFUSBCMF UBLF TPMBDF JO ZPVS PXO FYQFSJFODF�
UIF SFBTPO ZPV OE UIF MFॏ TJEF TP FBTZ UP SFBE JT UIBU ZPVWF TQFOU ZFBST CVJMEJOH VQ
UIF DPHOJUJWF QBUIXBZT JO ZPVS CSBJO GPS SFBEJOH DPEF� :PV DBO JEFOUJGZ XIBUT MMFS
BOE XIBUT JNQPSUBOU� ZPV BVUPNBUJDBMMZ MUFS PVU UIF OPJTF JO UIF TZOUBY� 0WFS UJNF
ZPVMM BDIJFWF UIJT GPS NBUIFNBUJDBM GPSNVMBT UPP� :PVMM LOPX IPX UP [PPN JO UP POF
FYQSFTTJPO VOEFSTUBOE XIBU JUT TBZJOH BOE [PPN PVU UP SFMBUF JU UP UIF GPSNVMB BT B
XIPMF� &WFSZPOF TUSVHHMFT XJUI UIJT NZTFMG JODMVEFE�

0OF BEEJUJPOBM EJਖ਼DVMUZ PG SFBEJOH NBUIFNBUJDT JT UIBU UIF BVUIPS XJMM BMNPTU OFWFS
HP UISPVHI UIFTF EFUBJMT GPS UIF SFBEFS� *UT B SBUIFS TVCUMF QPJOU UP CF NBLJOH TP FBSMZ
JO PVS KPVSOFZ CVU JUT QSPCBCMZ UIF STU UIJOH ZPV OPUJDF XIFO ZPV SFBE NBUI CPPLT�
*OTUFBE PG EPJOH UIF EFUBJMT B UZQJDBM QSPPG PG UIF FYJTUFODF PG UIFTF QPMZOPNJBMT MPPLT
MJLF UIJT�

1SPPG� -FU (x1, y1), . . . , (xn+1, yn+1) CF B MJTU PG n + 1 QPJOUT XJUI OP UXP xi UIF TBNF�
5P TIPX FYJTUFODF DPOTUSVDU f(x) BT

f(x) =
n+1∑

i=1

yi
∏

j ̸=i

x− xj
xi − xj

$MFBSMZ UIF DPOTUSVDUFE QPMZOPNJBM f(x) IBT EFHSFF BU NPTU n CFDBVTF FBDI UFSN IBT
EFHSFF BU NPTU n� 'PS FBDI i QMVHHJOH JO xi DBVTFT BMM CVU UIF i�UI UFSN JO UIF TVN UP
WBOJTI� BOE UIF i�UI UFSN FWBMVBUFT UP yi BT EFTJSFE�

۪ 6OJRVFOFTT QBSU 	XFڣMM DPNQMFUF UIJT QSPPG JO UIF OFYU TFDUJPO
 ۪

य़F TRVBSF! JT DBMMFE B UPNCTUPOF BOE NBSLT UIF FOE PG B QSPPG� *UT B NPEFSO SFQMBDF�
NFOU GPS 2&% CPSSPXFE GSPN NBHB[JOFT�

य़F QSPPG XSJUFS HJWFT B SFMBUJWFMZ CSJFG PWFSWJFX BOE ZPV BSF FYQFDUFE UP MM JO UIF
EFUBJMT UP ZPVS TBUJTGBDUJPO� *U TVDLT CVU JG ZPV EP XIBUT FYQFDUFE PG ZPVۘUIBU JT XSJUF
EPXO FYBNQMFT PG UIF DPOTUSVDUJPO CFGPSF SFBEJOH POۘUIFO ZPV CVJME VQ UIPTF OFVSBM
QBUIXBZT BOE FWFOUVBMMZ ZPV SFBMJ[F UIBU UIF FYQMBOBUJPO JT BT TJNQMF BOE DMFBS BT JU DBO
CF� .FBOXIJMF ZPVS KPC JT UP FWBMVBUF UIF TUBUFNFOUT NBEF JO UIF QSPPG PO ZPVS FYBN�
QMFT� 1SBDUJDF BMMPXT ZPV UP KVEHF IPX NVDI XPSL ZPV OFFE UP QVU JOUP VOEFSTUBOEJOH B
DPOTUSVDUJPO PS EFOJUJPO CFGPSF DPOUJOVJOH� "OE NPSF JNQPSUBOUMZ ZPVMM VOEFSTUBOE
JU NPSF UIPSPVHIMZ GPS BMM ZPVS UFTUJOH�

6OJRVFOFTT PG 1PMZOPNJBMT य़SPVHI 1PJOUT
/PX GPS UIF VOJRVFOFTT QBSU� य़JT JT B TUSBJHIUGPSXBSE QSPPG CVU JU SFMJFT PO B TQFDJBM
GBDU BCPVU QPMZOPNJBMT� 8FMM TUBUF UIF GBDU BT B UIFPSFN UIBU XF XPOU QSPWF� 4PNF
UFSNJOPMPHZ� B SPPU PG B QPMZOPNJBM f : R→ R JT B WBMVF z GPS XIJDI f(z) = 0�

FPSFNࢊ ���� Fࡋ [FSP QPMZOPNJBM JT UIF POMZ QPMZOPNJBM PWFSR PG EFHSFF BU NPTU nXIJDI
IBT NPSF UIBO n EJTUJODU SPPUT�

� 5P ۠WBOJTIۡ NFBOT UP FWBMVBUF UP [FSP�



��

0O UP UIF VOJRVFOFTT QSPPG� *U XPSLT CZ TVQQPTJOH XF BDUVBMMZ IBWF UXP QPMZ�
OPNJBMT f BOE g CPUI PG EFHSFF n QBTTJOH UISPVHI UIF EFTJSFE TFU PG QPJOUT
(x1, y1), . . . , (xn+1, yn+1)� 8F EPOU BTTVNF XF LOPX BOZUIJOH FMTF BCPVU UIF QPMZOPNJ�
BMT BIFBE PG UJNF� य़FZ DPVME CF EJFSFOU PS UIFZ DPVME CF UIF TBNF� *G ZPV XSPUF EPXO
UXP EJFSFOU MPPLJOH QPMZOPNJBMT XJUI UIF UXP QSPQFSUJFT UIFZ NJHIU KVTU MPPL EJFSFOU
	NBZCF POF JT JO GBDUPSFE GPSN
� 4P UIF QSPPG PQFSBUFT CZ NBLJOH OP PUIFS BTTVNQUJPOT
BOE TIPXJOH UIBU BDUVBMMZ f BOE g IBWF UP CF UIF TBNF�

4P TVQQPTF f, g BSF UXP TVDI QPMZOPNJBMT� $POTJEFS UIF QPMZOPNJBM (f −g)(x) XIJDI
XF EFOF BT (f − g)(x) = f(x) − g(x)� /PUF UIBU f − g JT B QPMZOPNJBM CFDBVTF JG
UIF DPFਖ਼DJFOUT PG f BSF ai BOE UIF DPFਖ਼DJFOUT PG g BSF bi UIF DPFਖ਼DJFOUT PG f − g BSF
ci = ai − bi� *G f BOE g IBWF EJFSFOU EFHSFFT UIFO ci JT TJNQMZ ai PS −bi EFQFOEJOH PO
XIJDI PG f, g IBT B MBSHFS EFHSFF� *U JT DSVDJBM UP UIJT QSPPG UIBU f − g JT B QPMZOPNJBM�

8IBU EP XF LOPX BCPVU f − g *UT EFHSFF JT DFSUBJOMZ BU NPTU n CFDBVTF ZPV DBOU
NBHJDBMMZ QSPEVDF B DPFਖ਼DJFOU PG x7 JG ZPV TVCUSBDU UXP QPMZOPNJBMT XIPTF IJHIFTU�
EFHSFF UFSNT BSF x5� .PSFPWFS XF LOPX UIBU (f − g)(xi) = 0 GPS BMM i� 3FDBMM UIBU x
JT UIF HFOFSJD JOQVU WBSJBCMF XIJMF xi BSF UIF JOQVU WBMVFT PG UIF TQFDJD MJTU PG QPJOUT
(x1, y1), . . . , (xn+1, yn+1) UIBU f BOE g BSF BTTVNFE UP BHSFF PO� *OEFFE GPS FWFSZ i
f(xi) = g(xi) = yi TP TVCUSBDUJOH UIFN HJWFT [FSP�

/PX XF BQQMZ य़FPSFN ���� *G XF DBMM d UIF EFHSFF PG f − g XF LOPX UIBU d ≤ n BOE
IFODF UIBU f−g DBO IBWF OP NPSF UIBO n SPPUT VOMFTT JUT UIF [FSP QPMZOPNJBM� #VU UIFSF
BSF n+1 QPJOUT xi XIFSF f − g JT [FSP� य़FPSFN ��� JNQMJFT UIBU f − g NVTU CF UIF [FSP
QPMZOPNJBM NFBOJOH f BOE g IBWF UIF TBNF DPFਖ਼DJFOUT�

+VTU GPS DPNQMFUFOFTT *MM XSJUF UIF BCPWF BSHVNFOU NPSF CSJFZ BOE QVU UIF XIPMF
QSPPG PG UIF UIFPSFN UPHFUIFS BT JU XPVME TIPX VQ JO B TUBOEBSE UFYUCPPL� य़BU JT FY�
USFNFMZ UFSTFMZ�

FPSFNࢊ ���� 'PS BOZ JOUFHFS n ≥ 0 BOE BOZ MJTU PG n + 1 QPJOUT
(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn+1, yn+1) JO R2 XJUI x1 < x2 < · · · < xn+1 UIFSF FYJTUT B
VOJRVF QPMZOPNJBM p(x) PG EFHSFF BU NPTU n TVDI UIBU p(xi) = yi GPS BMM i�

1SPPG� -FU (x1, y1), . . . , (xn+1, yn+1) CF B MJTU PG QPJOUT XJUI OP UXP xi UIF TBNF� 5P TIPX
FYJTUFODF DPOTUSVDU f(x) BT

f(x) =
n+1∑

i=1

yi

⎛

⎝
∏

j ̸=i

x− xj
xi − xj

⎞

⎠

$MFBSMZ UIF DPOTUSVDUFE QPMZOPNJBM f(x) JT EFHSFF ≤ n CFDBVTF FBDI UFSN IBT EFHSFF
BU NPTU n� 'PS FBDI i QMVHHJOH JO xi DBVTFT BMM CVU UIF i�UI UFSN JO UIF TVN UP WBOJTI
BOE UIF i�UI UFSN DMFBSMZ FWBMVBUFT UP yi BT EFTJSFE�

5P TIPX VOJRVFOFTT MFU g(x) CF BOPUIFS QPMZOPNJBM UIBU QBTTFT UISPVHI UIF TBNF TFU
PG QPJOUT HJWFO JO UIF UIFPSFN� 8FXJMM TIPX UIBU f = g� &YBNJOF f−g� *U JT B QPMZOPNJBM
XJUI EFHSFF BU NPTU n XIJDI IBT BMM PG UIF n+ 1 WBMVFT xi BT SPPUT� #Z य़FPSFN ��� XF
DPODMVEF UIBU f − g JT UIF [FSP QPMZOPNJBM PS FRVJWBMFOUMZ UIBU f = g�
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8F TQFOU RVJUF B GFX QBHFT FYQBOEJOH UIF EFUBJMT PG B UFO�MJOF QSPPG� य़JT JT QBS GPS UIF
DPVSTF� 8IFO ZPV FODPVOUFS B NZTUFSJPVT PS PWFSMZ CSJFG UIFPSFN PS QSPPG JU CFDPNFT
ZPVS KPC UP FYQBOE BOE DMBSJGZ JU BT OFFEFE� .VDI MJLF XJUI SFBEJOH QSPHSBNT XSJ॒FO CZ
PUIFST BT ZPVS NBUIFNBUJDBM CBDLHSPVOE BOE FYQFSJFODF HSPXT ZPVMM OFFE MFTT XPSL UP
MM JO UIF EFUBJMT�

/PX UIBU XFWF TIPXO UIF FYJTUFODF BOE VOJRVFOFTT PG B EFHSFF BU NPTU n QPMZOPNJBM
QBTTJOH UISPVHI B HJWFO MJTU PG n+ 1 QPJOUT XFSF BMMPXFE UP HJWF ۠JUۡ B OBNF� *UT DBMMFE
UIF JOUFSQPMBUJOH QPMZOPNJBM PG UIF HJWFO QPJOUT� य़F WFSC JOUFSQPMBUF NFBOT UP UBLF B MJTU
PG QPJOUT BOE OE UIF VOJRVF NJOJNVN�EFHSFF QPMZOPNJBM QBTTJOH UISPVHI UIFN�

��� 3FBMJ[JOH JU JO $PEF
-FUT XSJUF B 1ZUIPO QSPHSBN UIBU DPNQVUFT UIF JOUFSQPMBUJOH QPMZOPNJBM� *N HPJOH

UP BTTVNF UIF FYJTUFODF PG B QPMZOPNJBM DMBTT UIBU BDDFQUT BT JOQVU B MJTU PG DPFਖ਼DJFOUT
	JO UIF TBNF PSEFS BT %FOJUJPO ��� TUBSUJOH GSPN UIF EFHSFF [FSP UFSN
 BOE IBT NFUIPET
GPS BEEJOH NVMUJQMZJOH BOE FWBMVBUJOH BU B HJWFO WBMVF� "MM PG UIJT DPEF JODMVEJOH UIF
QPMZOPNJBM DMBTT JT BWBJMBCMF BU UIJT CPPLT (JUIVC SFQPTJUPSZ�� /PUF UIF QPMZOPNJBM
DMBTT JT OPU JOUFOEFE UP CF QFSGFDU� य़F HPBM JT OPU UP CF JOEVTUSZ�TUSFOHUI CVU UP IFMQ
ZPV VOEFSTUBOE UIF DPOTUSVDUJPOT XFWF TFFO JO UIF DIBQUFS�

)FSF BSF TPNF FYBNQMFT PG DPOTUSVDUJOH QPMZOPNJBMT�

O bT2+B�H bvMi�t 7Q` i?2 x2`Q TQHvMQKB�H
w1_P 4 SQHvMQKB�HU()V

7 4 SQHvMQKB�HU(R- k- j)V O R Y k t Y j t�k
; 4 SQHvMQKB�HU(@3- Rd- y- 8)V O @3 Y Rd t Y 8 t�j

7 Y ; 44 SQHvMQKB�HU(@d- RN- j- 8)V
7URV 44 e

/PX XF XSJUF UIF NBJO JOUFSQPMBUF GVODUJPO� *U VTFT UIF ZFU�UP�CF�EFOFE GVODUJPO
bBM;H2ni2`K UIBU DPNQVUFT B TJOHMF UFSN PG UIF JOUFSQPMBUJOH QPMZOPNJBM GPS B HJWFO
EFHSFF� /PUF XF VTF 1ZUIPO MJTU DPNQSFIFOTJPOT GPS XIJDI (1sS_1aaAPL 7Q` t BM
KvnHBbi) JT B TIPSUIBOE FYQSFTTJPO GPS UIF GPMMPXJOH�

QmiTminHBbi 4 ()

7Q` t BM KvnHBbi,
QmiTminHBbiX�TT2M/U1sS_1aaAPLV

O i?2 HBbi +QKT`2?2MbBQM 2tT`2bbBQM 2p�Hm�i2b iQ i?Bb HBbi
QmiTminHBbi

/PX UIF JOUFSQPMBUF GVODUJPO�
� 4FF TBK#QQFXQ`;�
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/27 BMi2`TQH�i2UTQBMibV,
]]] _2im`M i?2 mMB[m2 TQHvMQKB�H Q7 /2;`22 �i KQbi M T�bbBM;

i?`Qm;? i?2 ;Bp2M MYR TQBMibX
]]]
B7 H2MUTQBMibV 44 y,

`�Bb2 o�Hm21``Q`U^Jmbi T`QpB/2 �i H2�bi QM2 TQBMiX^V

tnp�Hm2b 4 (T(y) 7Q` T BM TQBMib)
B7 H2MUb2iUtnp�Hm2bVV I H2MUtnp�Hm2bV,

`�Bb2 o�Hm21``Q`U^LQi �HH t p�Hm2b �`2 /BbiBM+iX^V

i2`Kb 4 (bBM;H2ni2`KUTQBMib- BV 7Q` B BM `�M;2Uy- H2MUTQBMibVV)
`2im`M bmKUi2`Kb- w1_PV

य़F STU UXP CMPDLT DIFDL GPS UIF FEHF DBTFT� BO FNQUZ JOQVU PS SFQFBUJOH x�WBMVFT�
य़F MBTU CMPDL DSFBUFT B MJTU PG UFSNT PG UIF TVN GSPN UIF QSPPG PGय़FPSFN ���� य़F SFUVSO
TUBUFNFOU TVNT BMM UIF UFSNT VTJOH UIF [FSP QPMZOPNJBM BT UIF TUBSUJOH WBMVF� /PX GPS
UIF bBM;H2ni2`K GVODUJPO�

/27 bBM;H2ni2`KUTQBMib- BV,
]]] _2im`M QM2 i2`K Q7 �M BMi2`TQH�i2/ TQHvMQKB�HX

�`;mK2Mib,
@ TQBMib, � HBbi Q7 U7HQ�i- 7HQ�iV
@ B, �M BMi2;2` BM/2tBM; � bT2+B7B+ TQBMi

]]]
i?2ni2`K 4 SQHvMQKB�HU(RX)V
tB- vB 4 TQBMib(B)

7Q` D- T BM 2MmK2`�i2UTQBMibV,
B7 D 44 B,

+QMiBMm2
tD 4 T(y)
i?2ni2`K 4 i?2ni2`K  SQHvMQKB�HU

(@tD f UtB @ tDV- RXy f UtB @ tDV)
V

`2im`M i?2ni2`K  SQHvMQKB�HU(vB)V

8F IBE UP CSFBL VQ UIF EFHSFF�� QPMZOPNJBM (x − xj)/(xi − xj) JOUP JUT DPFਖ਼DJFOUT
XIJDI BSF a0 = −xj/(xi − xj) BOE a1 = 1/(xi − xj)� य़F SFTU DPNQVUFT UIF QSPEVDU
PWFS UIF SFMFWBOU UFSNT� 4PNF FYBNQMFT�
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=== TQBMibR 4 (UR- RV)
=== TQBMibk 4 (UR- RV- Uk- yV)
=== TQBMibj 4 (UR- RV- Uk- 9V- Ud- NV)
=== BMi2`TQH�i2UTQBMibRV
RXy
=== BMi2`TQH�i2UTQBMibkV
kXy Y @RXy t�R
=== 7 4 BMi2`TQH�i2UTQBMibjV
=== 7
@kXeeeeeeeeeeeeeee Y jXNNNNNNNNNNNNNNNe t�R Y @yXjjjjjjjjjjjjjjj9 t�k
=== (7UtBV 7Q` UtB- vBV BM TQBMibj)
(RXy- jXNNNNNNNNNNNNNNN- 3XNNNNNNNNNNNNNNj)

*HOPSJOH UIF SPVOEJOH FSSPST XF DBO TFF UIF JOUFSQPMBUJPO JT DPSSFDU�

��� "QQMJDBUJPO� 4IBSJOH 4FDSFUT
/FYU XFMM VTF QPMZOPNJBM JOUFSQPMBUJPO UP ۠TIBSF TFDSFUTۡ JO B TFDVSF XBZ� )FSFT UIF

TDFOBSJP� 4BZ * IBWF WF EBVHIUFST BOE * XBOU UP TIBSF B TFDSFU XJUI UIFN SFQSFTFOUFE
BT B CJOBSZ TUSJOH BOE JOUFSQSFUFE BT BO JOUFHFS� 1FSIBQT UIF TFDSFU JT UIF LFZ DPEF GPS B
TBGF XIJDI DPOUBJOT NZ XJMM� य़F QSPCMFN JT UIBU NZ EBVHIUFST BSF HSFFEZ� *G * KVTU HJWF
UIFN UIF TFDSFU POF NJHIU EP TPNFUIJOH OFGBSJPVT MJLF GPSHF B NPEJFE XJMM UIBU MFBWFT
IFS BMM NZ SJDIFT BU UIF FYQFOTF PG UIF PUIFST�

.PSFPWFS *N BGSBJE UP FWFO HJWF UIFN QBSU PG UIF LFZ DPEF� य़FZNJHIU CF BCMF UP CSVUF
GPSDF UIF SFTU BOE HBJO BDDFTT� "OZ EBVHIUFS PG NJOF XJMM CF IBOEZXJUI B DPNQVUFS� &WFO
XPSTF UISFF PG UIF EBVHIUFST NJHIU HFU UPHFUIFS XJUI UIFJS QJFDFT PG UIF LFZ DPEF HVFTT
UIF SFTU BOE FYDMVEF UIF PUIFS UXP EBVHIUFST� 4P XIBU * SFBMMZ XBOU JT B TDIFNF UIBU IBT
UIF GPMMPXJOH QSPQFSUJFT�

�� &BDI EBVHIUFS HFUT B ۠TIBSFۡ J�F� TPNF TUSJOH VOJRVF UP UIFN�

�� *G GPVS PG UIF EBVHIUFST DPMMVEF XJUIPVU UIF ॏI UIFZ DBOOPU VTF UIFJS TIBSFT UP
SFDPOTUSVDU UIF TFDSFU�

�� *G BMM WF PG UIF EBVHIUFST DPNCJOF UIFJS TIBSFT UIFZ DBO SFDPOTUSVDU UIF TFDSFU�

*O GBDU *E CF IBQQJFS JG * DPVME QSPWF OPU POMZ UIBU BOZ GPVS PVU PG UIF WF EBVHIUFST
DPVMEOU QPPM UIFJS TIBSFT UP EFUFSNJOF UIF TFDSFU CVU UIBU UIFZE QSPWBCMZ IBWF OP JOGPS�
NBUJPO BU BMM BCPVU UIF TFDSFU� य़FZ DBOU FWFO EFUFSNJOF B TJOHMF CJU PG JOGPSNBUJPO BCPVU
UIF TFDSFU BOE UIFZE IBWF BO FBTJFS UJNF CSFBLJOH PQFO UIF TBGF XJUI B KBDLIBNNFS�

य़F NBHJDBM GBDU JT UIBU UIFSF JT TVDI B TDIFNF� /PU POMZ JT JU QPTTJCMF CVU JUT QPTTJCMF
OP NB॒FS IPX NBOZ EBVHIUFST * IBWF 	TBZ n
 BOE OP NB॒FS XIBU NJOJNVN TJ[F HSPVQ
* XBOU UP BMMPX UP SFDPOTUSVDU UIF TFDSFU 	TBZ k ≤ n
� 4P * NJHIU IBWF �� EBVHIUFST BOE
* NBZ XBOU BOZ �� PG UIFN UP CF BCMF UP SFDPOTUSVDU UIF TFDSFU CVU QSFWFOU BOZ HSPVQ PG
�� PS GFXFS GSPN EPJOH TP�
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1PMZOPNJBM JOUFSQPMBUJPO HJWFT VT BMM PG UIFTF HVBSBOUFFT� )FSF JT UIF TDIFNF� 'JSTU
SFQSFTFOU UIF TFDSFU s BT BO JOUFHFS� $POTUSVDU B SBOEPN QPMZOPNJBM f(x) TP UIBU f(0) =
s� 8FMM TBZ JO BNPNFOU XIBU EFHSFF d UP VTF GPS f(x)� *G XF LOPX d HFOFSBUJOH f JT FBTZ�
$BMM a0, . . . , ad UIF DPFਖ਼DJFOUT PG f � 4FU a0 = s BOE SBOEPNMZ QJDL UIF PUIFS DPFਖ਼DJFOUT
XIJMF FOTVSJOH ad ̸= 0� *G ZPV IBWF n QFPQMF UIF TIBSFT ZPV EJTUSJCVUF BSF WBMVFT PG f(x)
BU f(1), f(2), . . . , f(n)� *O QBSUJDVMBS UP QFSTPO i ZPV HJWF UIF QPJOU (i, f(i))�

8IBU EP XF LOPX BCPVU TVCTFUT PG QPJOUT *G BOZ k QFPQMF HFU UPHFUIFS UIFZ DBO
DPOTUSVDU UIF VOJRVF EFHSFF k − 1 QPMZOPNJBM g(x) QBTTJOH UISPVHI BMM UIPTF QPJOUT�
य़F RVFTUJPO JT XJMM UIF SFTVMUJOH g(x) CF UIF TBNF BT f(x) *G TP UIFZ DBO DPNQVUF
g(0) = f(0) UP HFU UIF TFDSFU� य़JT JT XIFSF XF QJDL d UP DPOUSPM IPX NBOZ TIBSFT BSF
OFFEFE� *G XF XBOU k UP CF UIF NJOJNVN OVNCFS PG TIBSFT OFFEFE UP SFDPOTUSVDU UIF
TFDSFU XF NBLF PVS QPMZOPNJBM EFHSFF d = k − 1� य़FO JG k QFPQMF HFU UPHFUIFS BOE
JOUFSQPMBUF g(x) UIFZ DBO BQQFBM UP य़FPSFN ��� UP CF TVSF UIBU g(x) = f(x)�

-FUT CF NPSF FYQMJDJU BOE XSJUF EPXO BO FYBNQMF� 4BZ XF IBWF n = 5 EBVHIUFST BOE
XF XBOU BOZ k = 3 PG UIFN UP CF BCMF UP SFDPOTUSVDU UIF TFDSFU� 1JDL B QPMZOPNJBM f(x)
PG EFHSFF d = k − 1 = 2� *G UIF TFDSFU JT 109 XF HFOFSBUF f BT

f(x) = 109 + SBOEPN · x+ SBOEPN · x2

/PUF UIBU JG ZPVSF HPJOH UP BDUVBMMZ VTF UIJT UP EJTUSJCVUF TFDSFUT UIBU NB॒FS ZPV OFFE
UP CF B CJU NPSF DBSFGVM BCPVU UIF SBOHF PG UIFTF SBOEPN OVNCFST� 'PS UIF TBLF PG UIJT FY�
BNQMF MFUT TBZ UIFZSF SBOEPN ���CJU JOUFHFST CVU JO SFBMJUZ ZPVE XBOU UP EP FWFSZUIJOH
XJUI NPEVMBS BSJUINFUJD� 4FF UIF $IBQUFS /PUFT GPS GVSUIFS EJTDVTTJPO�

/FYU XF EJTUSJCVUF POF QPJOU UP FBDI EBVHIUFS BT UIFJS TIBSF�

(1, f(1)), (2, f(2)), (3, f(3)), (4, f(4)), (5, f(5))

5P HJWF DPODSFUF OVNCFST UP UIF FYBNQMFT JG

f(x) = 109− 55x+ 271x2,

UIFO UIF TFDSFU JT f(0) = 109 BOE UIF TIBSFT BSF

(1, 325), (2, 1083), (3, 2383), (4, 4225), (5, 6609).

य़F QPMZOPNJBM JOUFSQPMBUJPO UIFPSFN UFMMT VT UIBU XJUI BOZ UISFF QPJOUT XF DBO DPN�
QMFUFMZ SFDPOTUSVDU f(x) BOE UIFO QMVH JO [FSP UP HFU UIF TFDSFU�

'PS FYBNQMF VTJOH PVS QPMZOPNJBM JOUFSQPMBUJPO BMHPSJUIN JG XF GFFE JO UIF STU UIJSE
BOE ॏI TIBSFT XF SFDPOTUSVDU UIF QPMZOPNJBM FYBDUMZ�

=== TQBMib 4 (UR- jk8V- Uj- kj3jV- U8- eeyNV)
=== BMi2`TQH�i2UTQBMibV
RyNXy Y @88Xy t�R Y kdRXy t�k
=== 7 4 BMi2`TQH�i2UTQBMibVc BMiU7UyVV
RyN



��

"U UIJT QPJOU ZPV TIPVME CF BTLJOH ZPVSTFMG� IPX EP * LOPX UIFSFT OPU TPNF PUIFS
XBZ UP HFU f(x) 	PS FWFO KVTU f(0)
 JG ZPV IBWF GFXFS UIBO k QPJOUT :PV TIPVME DMFBSMZ
VOEFSTUBOE UIF DMBJN CFJOH NBEF� *UT OPU KVTU UIBU POF DBO SFDPOTUSVDU f(0) XIFO HJWFO
FOPVHI QPJOUT PO f  CVU BMTP UIBU OP BMHPSJUIN DBO SFDPOTUSVDU f(0) XJUI GFXFS UIBO k
QPJOUT�

*OEFFE JUT USVF BOE UXP MJ॒MF DMBJNT TIPX XIZ� 4BZ f JT EFHSFF d BOE ZPV IBWF d
QPJOUT 	KVTU POF GFXFS UIBO UIF UIFPSFN SFRVJSFT UP SFDPOTUSVDU
� य़F STU DMBJN JT UIBU
UIFSF BSF JOOJUFMZ NBOZ EJFSFOU EFHSFF d QPMZOPNJBMT QBTTJOH UISPVHI UIPTF TBNF d
QPJOUT� *OEFFE JG ZPV QJDL BOZ OFX x WBMVF TBZ x = 0 BOE BOZ y WBMVF BOE ZPV BEE (x, y)
UP ZPVS MJTU PG QPJOUT UIFO ZPV HFU BO JOUFSQPMBUFE QPMZOPNJBM GPS UIBU MJTU XIPTF ۠EFDPEFE
TFDSFUۡ JT EJFSFOU� %VF UP य़FPSFN ��� FBDI DIPJDF PG y HJWFT B EJञFSFOU JOUFSQPMBUJOH
QPMZOPNJBM�

य़F TFDPOE DMBJN JT B DPOTFRVFODF PG UIF STU� *G ZPV POMZ IBWF d QPJOUT UIFO OPU POMZ
DBO f(0) CF EJFSFOU CVU JU DBO CF BOZUIJOH ZPV XBOU JU UP CF� 'PS BOZ WBMVF y UIBU ZPV
UIJOL NJHIU CF UIF TFDSFU UIFSF JT B DIPJDF PG B OFX QPJOU UIBU ZPV DPVME BEE UP UIF MJTU
UP NBLF y UIF ۠DPSSFDUۡ EFDPEFE WBMVF f(0)�

-FUT UIJOL BCPVU UIJT MBTU DMBJN� 4BZ ZPVS TFDSFU JT BO &OHMJTI TFOUFODF s = ۠)FMMP
XPSME�ۡ BOE ZPV FODPEF JU XJUI B EFHSFF �� QPMZOPNJBM f(x) TP UIBU f(0) JT B CJOBSZ
SFQSFTFOUBUJPO PG s BOE ZPV IBWF UIF TIBSFT f(1), . . . , f(10)� -FU y CF UIF CJOBSZ SFQ�
SFTFOUBUJPO PG UIF TUSJOH ۠%JF SFCFM TDVN�ۡ य़FO * DBO UBLF UIPTF TBNF 10 QPJOUT
f(1), f(2), . . . , f(10) BOE * DBO NBLF B QPMZOPNJBM QBTTJOH UISPVHI UIFN BOE GPS XIJDI
y = f(0)� *O PUIFS XPSET ZPVS LOPXMFEHF PG UIF 10 QPJOUT HJWFT ZPV OP JOGPSNBUJPO
UP EJTUJOHVJTI CFUXFFO XIFUIFS UIF TFDSFU JT ۠)FMMP XPSME�ۡ PS ۠%JF SFCFM TDVN�ۡ 4BNF
HPFT GPS UIF EJFSFODF CFUXFFO ۠+PIO JT UIF TPMF IFJSۡ BOE ۠+PBO JT UIF TPMF IFJSۡ B DBTF
JO XIJDI B TJOHMF�DIBSBDUFS EJFSFODF DPVME DIBOHF UIF FOUJSF NFBOJOH PG UIF NFTTBHF�

5P ESJWF UIJT QPJOU IPNF MFUT HP CBDL UP PVS TNBMM FYBNQMF TFDSFU 109 BOE FODPEFE
QPMZOPNJBM

f(x) = 109− 55x+ 271x2

* HJWF ZPV KVTU UXP QPJOUT (2, 1083), (5, 6609) BOE B EFTJSFE ۠GBLFۡ EFDSZQUFE NFTTBHF
533� य़F DMBJN JT UIBU * DBO DPNF VQ XJUI B QPMZOPNJBM UIBU IBT f(2) = 1083 BOE f(5) =
6609 BOE BMTP f(0) = 533� *OEFFE XF BMSFBEZ XSPUF UIF DPEF UP EP UIJT� 'JHVSF ���
EFNPOTUSBUFT UIJT XJUI GPVS EJFSFOU ۠EFDPEFE TFDSFUT�ۡ

=== TQBMib 4 (Uk- Ry3jV- U8- eeyNV)
=== BMi2`TQH�i2UTQBMib Y (Uy- 8jjV)V
8jjXy Y @j8RXdNNNNNNNNNNNN t�R Y jRjX9 t�k
=== 7 4 BMi2`TQH�i2UTQBMib Y (Uy- 8jjV)Vc BMiU7UyVV
8jjXy

/PUF UIBU UIF DPFਖ਼DJFOUT PG UIF GBLF TFDSFU QPMZOPNJBM BSF OP MPOHFS JOUFHFST CVU UIJT
QSPCMFN JT YFE XIFO ZPV EP FWFSZUIJOH XJUI NPEVMBS BSJUINFUJD JOTUFBE PG PBUJOH
QPJOU OVNCFST 	BHBJO TFF UIF $IBQUFS /PUFT
�



��

'JHVSF ���� " QMPU PG GPVS EJFSFOU DVSWFT UIBU BHSFF PO UIF UXP QPJOUT (2, 1083), (5, 6609)
CVU IBWF B WBSJFUZ PG EJFSFOU ۠EFDPEFE TFDSFUۡ WBMVFT�

य़F QSPQFSUZ PG CFJOH BCMF UP ۠EFDPEFۡ UP BOZ QPTTJCMF QMBJOUFYU HJWFO BO FODSZQUFE UFYU
JT DBMMFE QFSGFDU TFDSFDZ BOE JUT BO FBSMZ UPQJD PO B MPOH KPVSOFZ UISPVHI NBUIFNBUJDBM
DSZQUPHSBQIZ�

��� $VMUVSBM 3FWJFX
�� 8IFOFWFS ZPV TFF B EFOJUJPO ZPV NVTU JNNFEJBUFMZ XSJUF EPXO FYBNQMFT� य़FZ

BSF ZPVS UFTU DBTFT BOE GPSN B GPVOEBUJPO GPS JOUVJUJPO�

�� *O NBUIFNBUJDT XF QMBDF B TQFDJBM FNQIBTJT PO UIF DPNNVOJDBUJPO PG JEFBT GSPN
IVNBO UP IVNBO�

�� " NBUIFNBUJDBM DPODFQU VTVBMMZ IBT NVMUJQMF EFOJUJPOT� 8F QSFGFS UP XPSL XJUI
UIF DPODFQUVBM EFOJUJPO UIBU JT FBTJFTU UP NBJOUBJO JO PVS NJOET BOE XF PॏFO
EPOU TBZ XIFO XF TXJUDI CFUXFFO UXP SFQSFTFOUBUJPOT�

��� &YFSDJTFT

���� 1SPWF UIF GPMMPXJOH�



��

�� *G f JT B EFHSFF�2 QPMZOPNJBM BOE g JT B EFHSFF�1 QPMZOPNJBM UIFO UIFJS QSPEVDU
f · g JT B EFHSFF�3 QPMZOPNJBM�

�� (FOFSBMJ[F UIF BCPWF� JG f JT B EFHSFF�n QPMZOPNJBM BOE g JT B EFHSFF�m QPMZOP�
NJBM UIFO UIFJS QSPEVDU f · g IBT EFHSFF n+m�

�� %PFT UIF BCPWF GBDU XPSL XIFO f PS g BSF UIF [FSP QPMZOPNJBM VTJOH PVS DPO�
WFOUJPO UIBU UIF [FSP QPMZOPNJBM IBT EFHSFF −1 *G OPU DBO ZPV UIJOL PG B CF॒FS
DPOWFOUJPO 

�� 1SPWF UIBU UXP QPMZOPNJBM GPSNVMBT XJUI EJFSFOU EFHSFFT DBOOPU CF FRVBM BT
GVODUJPOT� य़BU JT UIFSF NVTU CF TPNF JOQVU PO XIJDI UIFZ EJTBHSFF�

���� 8SJUF EPXO FYBNQMFT GPS UIF GPMMPXJOH EFOJUJPOT�
�� 5XP JOUFHFST a, b BSF TBJE UP CF SFMBUJWFMZ QSJNF JG UIFJS POMZ DPNNPO EJWJTPS JT

�� -FU n CF B QPTJUJWF JOUFHFS BOE EFOF CZ ϕ(n) 	GPS n > 1
 UIF OVNCFS PG
QPTJUJWF JOUFHFST MFTT UIBO n UIBU BSF SFMBUJWFMZ QSJNF UP n� %FTDSJCF XIZ POF
NJHIU SFBTPOBCMZ BEE UIF SFTUSJDUJPO n > 1�

�� " QPMZOPNJBM JT DBMMFE NPOJD JG JUT MFBEJOH DPFਖ਼DJFOU an JT 1�
�� " GBDUPS PG B QPMZOPNJBM f JT B QPMZOPNJBM g PG TNBMMFS EFHSFF TP UIBU f(x) =

g(x)h(x) GPS TPNF QPMZOPNJBM h� *U JT TBJE UIBU f DBO CF ۠GBDUPSFEۡ JOUP g BOE h�
/PUF UIBU g BOE h NVTU CPUI IBWF SFBM DPFਖ਼DJFOUT BOE CF PG TNBMMFS EFHSFF UIBO
f �

�� 5XP QPMZOPNJBMT BSF DBMMFE SFMBUJWFMZ QSJNF JG UIFZ IBWF OP OPO�DPOTUBOU TNBMMFS�
EFHSFF QPMZOPNJBM GBDUPST JO DPNNPO� " QPMZOPNJBM JT DBMMFE JSSFEVDJCMF JG JU
DBOOPU CF GBDUPSFE JOUP TNBMMFS QPMZOPNJBMT� य़F HSFBUFTU DPNNPO EJWJTPS PG UXP
QPMZOPNJBMT f, g JT UIF NPOJD QPMZOPNJBM PG MBSHFTU EFHSFF UIBU JT B GBDUPS PG CPUI
f BOE g�

���� 7FSJGZ UIF GPMMPXJOH UIFPSFN VTJOH UIF FYBNQMFT GSPN UIF QSFWJPVT FYFSDJTF� य़BU
JT XSJUF EPXO FYBNQMFT BOE DIFDL UIBU UIF UIFPSFN XPSLT BT TUBUFE� *G a, n BSF SFMBUJWFMZ
QSJNF JOUFHFST UIFO aϕ(n) IBT SFNBJOEFS � XIFO EJWJEJOH CZ n� य़JT SFTVMU JT LOPXO BT
&VMFST UIFPSFN 	QSPOPVODFE ۠0:�MVSSۡ
 BOE JU JT UIF LFZTUPOF PG UIF 34" DSZQUPTZTUFN�

���� -PPL VQ )PSOFST NFUIPE GPS FWBMVBUJOH B QPMZOPNJBM BT B GVODUJPO� *NQMFNFOU
B QPMZOPNJBM EBUB TUSVDUVSF UIBU VTFT )PSOFST NFUIPE GPS FWBMVBUJPO BOE DPNQBSF JUT
SVOUJNF BHBJOTU OBJWF FWBMVBUJPO NFUIPET�

���� " OVNCFS x JT DBMMFE BMHFCSBJD JG JU JT UIF SPPU PG B QPMZOPNJBM XIPTF DPFਖ਼DJFOUT BSF
SBUJPOBM OVNCFST 	GSBDUJPOT PG JOUFHFST
� 0UIFSXJTF JU JT DBMMFE USBOTDFOEFOUBM� /VNCFST
MJLF
√
2 BSF BMHFCSBJD XIJMF OVNCFST MJLF π BOE e BSF GBNPVTMZ OPU BMHFCSBJD� य़F HPMEFO

SBUJP JT UIF OVNCFS φ = 1+
√
5

2 � *T JU BMHFCSBJD 8IBU BCPVU
√
2 +
√
3 

���� 1SPWF UIF QSPEVDU PG UXP BMHFCSBJD OVNCFST JT BMHFCSBJD� 4JNJMBSMZ 	CVU NVDI
IBSEFS
 QSPWF UIF TVN PG UXP BMHFCSBJD OVNCFST JT BMHFCSBJD� %FTQJUF UIF GBDU UIBU π



��

BOE e BSF OPU BMHFCSBJD JU JT OPU LOPXO XIFUIFS π + e PS πe BSF BMHFCSBJD� -PPL VQ B
QSPPG UIBU UIFZ DBOOPU CPUI CF BMHFCSBJD� /PUF UIBU NBOZ TVDI QSPPGT BQQFBM UP WFDUPS
TQBDFT UIF UPQJD PG $IBQUFS ���

���� -FU f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anxn CF B EFHSFF n QPMZOPNJBM BOE TVQQPTF JU IBT n
SFBM SPPUT r1, . . . , rn��� 1SPWF 7JFUBT GPSNVMBT XIJDI BSF

n∑

i=1

ri = −
an−1

an
n∏

i=1

ri = (−1)n a0
an

.

)JOU� JG r JT B SPPU UIFO f(x) DBO CFXSJ॒FO BT f(x) = (x−r)g(x) GPS TPNF TNBMMFS EFHSFF
g(x)� य़JT GPSNVMB TIPXT POF XBZ UIF DPFਖ਼DJFOUT PG B QPMZOPNJBM FODPEF JOGPSNBUJPO
BCPVU UIF SPPUT�

���� -PPL VQ B QSPPG PGय़FPSFN ���� य़FSF BSFNBOZ EJFSFOU QSPPGT� &JUIFS SFBE POF BOE
VOEFSTUBOE JU VTJOH UIF UFDIOJRVFT XF EFTDSJCFE JO UIJT DIBQUFS 	XSJUJOH EPXO FYBNQMFT
BOE UFTUT
 PS JG ZPV DBOOPU UIFO XSJUF EPXO UIF XPSET JO UIF QSPPGT UIBU ZPV EPOU
VOEFSTUBOE BOE MPPL GPS UIFN MBUFS JO UIJT CPPL�

���� य़FSF BSF NBOZ XBZT UP TLJO B DBU� य़F QPMZOPNJBM JOUFSQPMBUJPO DPOTUSVDUJPO GSPN
UIJT DIBQUFS JT KVTU POF PॏFO DBMMFE -BHSBOHF JOUFSQPMBUJPO� "OPUIFS JT DBMMFE /FXUPO
JOUFSQPMBUJPO� 'JOE B TPVSDF UIBU FYQMBJOT XIBU JU JT USZ UP VOEFSTUBOE IPX UIFTF UXP
JOUFSQPMBUJPO NFUIPET EJFS BOE JNQMFNFOU /FXUPO JOUFSQPMBUJPO� $PNQBSF UIF UXP
JOUFSQPMBUJPO NFUIPET JO UFSNT PG Fਖ਼DJFODZ�

����� #©[JFS DVSWFT BSF TJOHMF�WBSJBCMF QPMZOPNJBMT UIBU ESBX B DVSWF DPOUSPMMFE CZ B
HJWFO TFU PG ۠DPOUSPM QPJOUT�ۡ य़F QPMZOPNJBM TFQBSBUFMZ DPOUSPMT UIF x BOE y DPPSEJOBUFT
PG UIF #©[JFS DVSWF BMMPXJOH GPS DPNQMFY TIBQFT� -PPL VQ UIF EFOJUJPO PG RVBESBUJD
BOE DVCJD #©[JFS DVSWFT BOE VOEFSTUBOE IPX JU XPSLT� 8SJUF B QSPHSBN UIBU DPNQVUFT
B HFOFSJD #©[JFS DVSWF BOE BOJNBUFT IPX UIF DVSWF JT USBDFE PVU CZ UIF JOQVU� #©[JFS
DVSWFT BSF NPTU DPNNPOMZ TFFO JO WFDUPS HSBQIJDT BOE EFTJHO BQQMJDBUJPOT BT UIF ۠QFO
UPPM�ۡ

����� *U JT B OBUVSBM RVFTUJPO UP BTL XIFUIFS UIF SPPUT PG B QPMZOPNJBM f BSF TFOTJUJWF UP
DIBOHFT JO UIF DPFਖ਼DJFOUT PG f � 8JMLJOTPOT QPMZOPNJBM EFOFE CFMPX TIPXT UIBU UIFZ
BSF

w(x) =
20∏

i=1

(x− i)

��य़JT BMTP XPSLT GPS QPTTJCMZ DPNQMFY SPPUT�



��

य़F DPFਖ਼DJFOU PG x19 JO w(x) JT−210 BOE JG JUT EFDSFBTFE CZ 2−23 UIF QPTJUJPO PG NBOZ
PG UIF SPPUT DIBOHF CZ NPSF UIBO 0.5� 3FBE NPSF EFUBJMT POMJOF BOE OE BO FYQMBOBUJPO
PG XIZ UIJT QPMZOPNJBM JT TP TFOTJUJWF UP DIBOHFT JO JUT DPFਖ਼DJFOUT���

����� 8SJUF B XFC BQQ UIBU JNQMFNFOUT UIF EJTUSJCVUJPO BOE SFDPOTUSVDUJPO PG UIF TFDSFU
TIBSJOH QSPUPDPM VTJOH UIF QPMZOPNJBM JOUFSQPMBUJPO BMHPSJUIN QSFTFOUFE JO UIJT DIBQUFS
VTJOH NPEVMBS BSJUINFUJD XJUI B ���CJU NPEVMVT p�

����� य़F FYUFOEFE &VDMJEFBO BMHPSJUIN DPNQVUFT UIF HSFBUFTU DPNNPO EJWJTPS PG UXP
OVNCFST CVU JU BMTP XPSLT GPS QPMZOPNJBMT� 8SJUF B QSPHSBN UIBU JNQMFNFOUT UIF &V�
DMJEFBO BMHPSJUIN UP DPNQVUF UIF HSFBUFTU DPNNPO EJWJTPS PG UXP NPOJD QPMZOPNJBMT�
/PUF UIBU UIJT SFRVJSFT BO BMHPSJUIN UP DPNQVUF QPMZOPNJBM MPOH EJWJTJPO BT B TVCSPV�
UJOF�

����� य़F $IJOFTF 3FNBJOEFSय़FPSFN JT TUBUFE BT GPMMPXT� 4VQQPTFM > 1 JT BO JOUFHFS
BOEM = m1 ·m2 · · ·mk XIFSF FBDImi > 1 JT BO JOUFHFS� 4VQQPTF GVSUIFS UIBU GPS FBDI
i, j UIF HSFBUFTU DPNNPO EJWJTPS PG mi BOE mj JT �� -FU r1, . . . , rk CF JOUFHFST TVDI UIBU
0 ≤ ri < mi 	ri JT DPOTJEFSFE B EFTJSFE SFNBJOEFS XIFO EJWJEJOH CZ mi
� य़FO UIFSF JT
B VOJRVF x XJUI 0 ≤ x < M TVDI UIBU x = ri NPE mi GPS BMM i� 0OF DBO DPOTUSVDU UIF
EFTJSFE OVNCFS EJSFDUMZ QSPWJEFE POF LOPXT IPX UP OE NVMUJQMJDBUJWF JOWFSTFT BOE UIF
QSPPG JT JEFOUJDBM UP UIF QPMZOPNJBM JOUFSQPMBUJPO UIFPSFN� 'JOE B TPVSDF UIBU FYQBOET PO
UIF EFUBJMT BOE USZ UP VOEFSTUBOE UIFN�

����� 1FSIBQT UIF CJHHFTU EJTTFSWJDF JO UIJT DIBQUFS JT JHOPSJOH UIF TP�DBMMFE 'VOEBNFOUBM
य़FPSFN PG "MHFCSB UIBU FWFSZ TJOHMF�WBSJBCMF NPOJD QPMZOPNJBM PG EFHSFF k DBO CF
GBDUPSFE JOUP MJOFBS UFSNT p(x) = (x − a1)(x − a2) · · · (x − ak)� य़F SFBTPO JT UIBU
UIF WBMVFT ai BSF OPU OFDFTTBSJMZ SFBM OVNCFST� य़FZ NJHIU CF DPNQMFY� .PSFPWFS BMM
PG UIF QSPPGT PG UIF 'VOEBNFOUBM य़FPSFN BSF RVJUF IBSE� *O GBDU POF MJUNVT UFTU GPS UIF
۠JOUFMMFDUVBM QPUFODZۡ PG B OFXNBUIFNBUJDBM UIFPSZ JT XIFUIFS JU QSPWJEFT B OFX QSPPG PG
UIF 'VOEBNFOUBM य़FPSFN PG "MHFCSB� य़FSF JT BO FOUJSF CPPL EFEJDBUFE UP UIFTF PॏFO�
SFQFBUFE QSPPGT��� 4BEMZ XF BWPJE DPNQMFY OVNCFST JO UIJT CPPL� -VDLJMZ UIFSF JT B
۠CBCZۡ GVOEBNFOUBM UIFPSFN XIJDI TBZT UIBU FWFSZ TJOHMF�WBSJBCMF QPMZOPNJBM XJUI SFBM
DPFਖ਼DJFOUT DBO CF GBDUPSFE JOUP B QSPEVDU PG MJOFBS BOE EFHSFF�2 UFSNT

p(x) = (x− a1)(x− a2) · · · (x− am)(x2 + bm+1x+ am+1) · · · (x2 + bkx+ ak),

XIFSF OPOF PG UIF RVBESBUJD UFSNT DBO CF GBDUPSFE JOUP TNBMMFS EFHSFF�� UFSNT� 0OF PG
IJTUPSZT NPTU GBNPVT NBUIFNBUJDJBOT $BSM 'SJFESJDI (BVTT QSPWJEFE UIF STU QSPPG BT
IJT EPDUPSBM UIFTJT JO ����� "T QBSU PG UIJT FYFSDJTF MPPL VQ TPNF EJFSFOU QSPPGT PG
UIF 'VOEBNFOUBM य़FPSFN CVU JOTUFBE PG USZJOH UP VOEFSTUBOE UIFN UBLF OPUF PG UIF
EJFSFOU BSFBT PG NBUI UIBU BSF VTFE JO UIF QSPPGT�

�� *O ۠य़F 1FSEJPVT 1PMZOPNJBMۡ 8JMLJOTPO XSPUF ۠* SFHBSE <UIF EJTDPWFSZ PG UIJT QPMZOPNJBM> BT UIF NPTU
USBVNBUJD FYQFSJFODF JO NZ DBSFFS BT B OVNFSJDBM BOBMZTU�ۡ

�� 'JOF � 3PTFOCFSHFST ۠य़F 'VOEBNFOUBM य़FPSFN PG "MHFCSB�ۡ



��

��� $IBQUFS /PUFT
8IJDI BSF 1PMZOPNJBMT 
य़F QPMZOPNJBMT XFSF f(x) g(x) h(x) j(x) BOE l(x)� य़F SFBTPO i JT OPU B QPMZOPNJBM
JT CFDBVTF√x = x1/2 EPFT OPU IBWF BO JOUFHFS QPXFS� 4JNJMBSMZ k(x) JT OPU B QPMZOPNJBM
CFDBVTF JUT UFSNT IBWF OFHBUJWF JOUFHFS QPXFST� 'JOBMMZ m(x) JT OPU CFDBVTF JUT QPXFST
π, e BSF OPU JOUFHFST� 0G DPVSTF JG ZPV XFSF UP EFOF π BOE e UP CF QBSUJDVMBS DPOTUBOUT
UIBU IBQQFOFE UP CF JOUFHFST UIFO UIF SFTVMU XPVME CF B QPMZOPNJBM� #VU XJUIPVU BOZ
JOEJDBUJPO XF BTTVNF UIFZSF UIF GBNPVT DPOTUBOUT�

5XJO 1SJNFT
य़F 5XJO 1SJNF $POKFDUVSF UIF BTTFSUJPO UIBU UIFSF BSF JOOJUFMZ NBOZ QBJST PG QSJNF
OVNCFST PG UIF GPSN p, p + 2 JT POF PG UIF NPTU GBNPVT PQFO QSPCMFNT JO NBUIFNBUJDT�
*UT PSJHJO JT VOLOPXO UIPVHI UIF FBSMJFTU SFDPSE PG JU JO QSJOU JT JO UIF NJE ����T JO B UFYU
PG EF 1PMJHOBD� *O BO FYDJUJOH UVSO PG FWFOUT JO ���� BO VOLOPXO NBUIFNBUJDJBO OBNFE
:JUBOH ;IBOH�� QVCMJTIFE B CSFBLUISPVHI QBQFS NBLJOH QSPHSFTT PO 5XJO 1SJNFT�

)JT UIFPSFN JT OPU BCPVU 5XJO 1SJNFT CVU B SFMBYBUJPO PG UIF QSPCMFN� य़JT JT B UZQJDBM
TUSBUFHZ JO NBUIFNBUJDT� JG ZPV DBOU TPMWF B QSPCMFN NBLF UIF QSPCMFN FBTJFS VOUJM ZPV
DBO TPMWF JU� *OTJHIUT BOE UFDIOJRVFT UIBU TVDDFTTGVMMZ BQQMZ UP UIF FBTJFS QSPCMFN PॏFO
XPSL PS DBO CF NBEF UP XPSL PO UIF IBSEFS QSPCMFN� ;IBOH TVDDFTTGVMMZ TPMWFE UIF
GPMMPXJOH SFMBYBUJPO PG 5XJO 1SJNFT XIJDI IBE CFFO B॒FNQUFE NBOZ UJNFT CFGPSF�

�FPSFNࢊ FSFࡋ JT B DPOTUBOU M  TVDI UIBU JOटOJUFMZ NBOZ QSJNFT p FYJTU TVDI UIBU UIF
OFYU QSJNF q BࡄFS p TBUJTटFT q − p ≤M �

*G M JT SFQMBDFE XJUI 2 UIFO ZPV HFU 5XJO 1SJNFT� य़F UIJOLJOH JT UIBU QFSIBQT JUT
FBTJFS UP QSPWF UIBU UIFSF BSF JOOJUFMZ NBOZ QSJNFT QBJST XJUI EJTUBODF 6 PG FBDI PUIFS
PS 100� *O GBDU ;IBOHT QBQFS FTUBCMJTIFE JU GPS M BQQSPYJNBUFMZ 70 NJMMJPO� #VU JU XBT
UIF STU CPVOE PG JUT LJOE BOE JU XPO ;IBOH B .BD"SUIVS ۠HFOJVT BXBSEۡ JO BEEJUJPO UP
IJT DIPJDF PG QSPGFTTPSTIJQT�

"T PG UIJT XSJUJOH TVCTFRVFOU QSPHSFTT DBSSJFE PVU CZ TPNF PG UIFXPSMETNPTU GBNPVT
NBUIFNBUJDJBOT JO BO POMJOF DPMMBCPSBUJPO DBMMFE UIF 1PMZNBUI 1SPKFDU CSPVHIUM EPXO
UP 246� "TTVNJOH B DPOKFDUVSF JO OVNCFS UIFPSZ DBMMFE UIF &MMJP॒�)BMCFSTUBN DPOKFDUVSF
UIFZ SFEVDFE UIJT DPOTUBOU UP 6�

*NQPTTJCJMJUZ PG $MVTUFSJOH
" DMVTUFSJOH BMHPSJUIN JT B QSPHSBN f UIBU UBLFT BT JOQVU�

ۦ " MJTU PG QPJOUT S

ۦ " EJTUBODF GVODUJPO d UIBU EFTDSJCFT UIF EJTUBODF CFUXFFO UXP QPJOUT d(x, y)XIFSF
x, y BSF JO S

��य़PVHI IF IBE B 1I�% FBSMZ JO IJT DBSFFS ;IBOH IBE CFFO VOBCMF UP OE BDBEFNJD XPSL BOE IBE TUJOUT JO
B NPUFM BT B EFMJWFSZ ESJWFS BOE BU B 4VCXBZ TBOEXJDI TIPQ CFGPSF IF GPVOE B QPTJUJPO BT B MFDUVSFS BU UIF
6OJWFSTJUZ PG /FX )BNQTIJSF�
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BOE QSPEVDFT BT PVUQVU B DMVTUFSJOH PG S J�F� B DIPJDF PG IPX UP TQMJU S JOUP OPO�
PWFSMBQQJOH TVCTFUT� य़F JOEJWJEVBM TVCTFUT BSF DBMMFE ۠DMVTUFST�ۡ

य़F GVODUJPO d JT BMTP SFRVJSFE UP IBWF TPNF QSPQFSUJFT UIBU NBLF JU SFBTPOBCMZ JOUFS�
QSFUBCMF BT B ۠EJTUBODFۡ GVODUJPO� *O QBSUJDVMBS BMM EJTUBODFT BSF OPOOFHBUJWF d(x, y) =
d(y, x) BOE UIF EJTUBODF CFUXFFO B QPJOU BOE JUTFMG JT [FSP�

य़F ,MFJOCFSH *NQPTTJCJMJUZ य़FPSFN GPS $MVTUFSJOH TBZT UIBU OP DMVTUFSJOH BMHPSJUIN
f DBO TBUJTGZ BMM PG UIF GPMMPXJOH UISFF QSPQFSUJFT XIJDI IF DBMMT TDBMF�JOWBSJBODF SJDIOFTT
BOE DPOTJTUFODZ���

ۦ 4DBMF�JOWBSJBODF� य़F PVUQVU PG f JT VODIBOHFE JG ZPV TUSFUDI PS TISJOL BMM EJT�
UBODFT JO d CZ UIF TBNF NVMUJQMJDBUJWF GBDUPS�

ۦ 3JDIOFTT� &WFSZ QBSUJUJPO PG S JT B QPTTJCMF PVUQVU PG f  	GPS TPNF DIPJDF PG d
�

ۦ $POTJTUFODZ� य़F PVUQVU PG f PO JOQVU (S, d) JT VODIBOHFE JG ZPV NPEJGZ d CZ
TISJOLJOH UIF EJTUBODFT CFUXFFO QPJOUT JO UIF TBNF DMVTUFS BOE FOMBSHJOH UIF EJT�
UBODFT CFUXFFO QPJOUT JO EJFSFOU DMVTUFST�

0OF DBO JOUFSQSFU UIJT UIFPSFN BT BO FYQMBOBUJPO 	JO QBSU
 GPS XIZ DMVTUFSJOH JT B IBSE
QSPCMFN� 8IJMF UIFSF BSF IVOESFET PG DMVTUFSJOH BMHPSJUINT UP DIPPTF GSPN OPOF ۠KVTU
XPSLTۡ UIF XBZ XF IVNBOT JOUVJUJWFMZ XBOU POF UP� य़JT NBZ CF BT ,MFJOCFSH TVHHFTUT
CFDBVTF PVS OBJWF CSBJOT FYQFDU UIFTF UISFF QSPQFSUJFT UP IPME EFTQJUF UIF GBDU UIBU UIFZ
BSF NBUIFNBUJDBMMZ JODPNQBUJCMF�

*U BMTP TVHHFTUT UIBU UIF ۠SJHIUۡ DMVTUFSJOH GVODUJPO EFQFOET NPSF PO UIF BQQMJDBUJPO
ZPV VTF JU GPS XIJDI SBJTFT UIF RVFTUJPO� IPX DBO POF QJDL B DMVTUFSJOH GVODUJPO XJUI
QSJODJQMF 

*U UVSOT PVU JG ZPV BMMPX UIF SFRVJSFE OVNCFS PG PVUQVU DMVTUFST UP CF BO JOQVU UP UIF
DMVTUFSJOH BMHPSJUIN ZPV DBO BWPJE JNQPTTJCJMJUZ BOE JOTUFBE BDIJFWF VOJRVFOFTT� 'PS
NPSF TFF UIF ���� QBQFS ۠"6OJRVFOFTTय़FPSFN GPS $MVTUFSJOHۡ PG ;BEFI BOE #FO�%BWJE�
य़F BVUIPST QSPDFFEFE UP TUVEZ IPX UP DIPPTF B DMVTUFSJOH BMHPSJUIN ۠JO QSJODJQMFۡ CZ
TUVEZJOH XIBU QSPQFSUJFT VOJRVFMZ EFUFSNJOF WBSJPVT DMVTUFSJOH BMHPSJUINT� NFBOJOH JG
ZPV XBOU UP EP DMVTUFSJOH JO QSBDUJDF ZPV IBWF UP UIJOL IBSE BCPVU FYBDUMZ XIBU QSPQ�
FSUJFT ZPVS BQQMJDBUJPO OFFET GSPN B DMVTUFSJOH� 4Vਖ਼DF JU UP TBZ UIJT QSPDFTT JT B TVQFSC
FYBNQMF PG OBWJHBUJOH UIF CPSEFS TFQBSBUJOH JNQPTTJCJMJUZ FYJTUFODF BOE VOJRVFOFTT JO
NBUIFNBUJDT�

.PSF PO 4FDSFU 4IBSJOH
य़F TFDSFU TIBSJOH TDIFNF QSFTFOUFE JO UIJT DIBQUFS XBT PSJHJOBMMZ EFWJTFE CZ "EJ 4IBNJS
	UIF TBNF 4IBNJS PG 34"
 JO B UXP�QBHF ���� QBQFS DBMMFE ۠)PX UP TIBSF B TFDSFU�ۡ *O UIJT
QBQFS 4IBNJS GPMMPXT UIF UFSTF TUZMF BOE EPFT OPU SFNJOE UIF SFBEFS IPX UIF JOUFSQPMBUJOH
QPMZOPNJBM JT DPOTUSVDUFE�

�� 0G JODJEFOUBM JOUFSFTU UP SFBEFST PG UIJT CPPL +PO ,MFJOCFSH BMTP EFWFMPQFE BO FJHFOWFDUPS�CBTFE TFBSDI
SBOLJOH BMHPSJUIN UIBU XBT B QSFDVSTPS UP (PPHMFT 1BHF3BOL BMHPSJUIN�
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)F EPFT IPXFWFS NFOUJPO UIBU JO PSEFS UP NBLF UIJT TDIFNF TFDVSF UIF DPFਖ਼DJFOUT
PG UIF QPMZOPNJBM NVTU CF DPNQVUFE VTJOH NPEVMBS BSJUINFUJD� )FSFT XIBU JT NFBOU
CZ UIBU BOE OPUF UIBU XFMM SFUVSO UP VOEFSTUBOE UIJT JO $IBQUFS �� GSPN B NVDI NPSF
HFOFSBM QFSTQFDUJWF�

(JWFO BO JOUFHFS n BOE B NPEVMVT p 	JO PVS DBTF B QSJNF JOUFHFS
 XF SFQSFTFOU n
۠NPEVMPۡ p CZ SFQMBDJOH JU XJUI JUT SFNBJOEFS XIFO EJWJEJOH CZ p� .PTU QSPHSBNNJOH
MBOHVBHFT VTF UIF W PQFSBUPS GPS UIJT TP UIBU a = n�p NFBOT a JT UIF SFNBJOEFS PG
n/p� /PUF UIBU JG n < p UIFO n�p = n JT JUT PXO SFNBJOEFS� य़F TUBOEBSE OPUBUJPO JO
NBUIFNBUJDT JT UP VTF UIF XPSE ۠NPEۡ BOE UIF ≡ TZNCPM 	SFBE ۠JT FRVJWBMFOU UPۡ PS ۠JT
DPOHSVFOU UPۡ
 BT JO

a ≡ n NPE p.

य़F TZOUBDUJDBM PQFSBUPS QSFDFEFODF JT B CJU XFJSE IFSF� ۠NPEۡ JT OPU B CJOBSZ PQFSB�
UJPO CVU SBUIFS EFTDSJCFT UIF FOUJSF FRVBUJPO BT JG UP TBZ ۠FWFSZUIJOH IFSF JT DPOTJEFSFE
NPEVMP p�ۡ

8F DIPTF B QSJNF p GPS UIF NPEVMVT CFDBVTF EPJOH TP BMMPXT ZPV UP ۠EJWJEF�ۡ *OEFFE
GPS B HJWFO n BOE QSJNF p UIFSF JT B VOJRVF k TVDI UIBU (n · k) ≡ 1 NPE p� "HBJO
BO JOUFSFTUJOH FYBNQMF PG FYJTUFODF BOE VOJRVFOFTT� /PUF UIBU JU UBLFT TPNF XPSL UP
OE k BOE UIF FYUFOEFE &VDMJEFBO BMHPSJUIN JT UIF TUBOEBSE NFUIPE� 8IFO FWBMVBUJOH B
QPMZOPNJBM GVODUJPO MJLF f(x) BU B HJWFO x UIF PVUQVU JT UBLFONPEVMP p BOE JT HVBSBOUFFE
UP CF CFUXFFO 0 BOE p�

.PEVMBS BSJUINFUJD JT JNQPSUBOU CFDBVTF 	�
 JUT GBTUFS UIBO BSJUINFUJD PO BSCJUSBSJMZ
MBSHF JOUFHFST BOE 	�
 XIFO FWBMVBUJOH f(x) BU BO VOLOPXO JOUFHFS x OPU NPEVMP p UIF
TJ[F PG UIF PVUQVU BOE LOPXMFEHF PG UIF EFHSFF PG f DBO HJWF ZPV TPNF JOGPSNBUJPO BCPVU
UIF JOQVU x� *O UIF DBTF PG TFDSFU TIBSJOH TFFJOH UIF TJ[FT PG UIF TIBSFT SFWFBMT JOGPSNBUJPO
BCPVU UIF DPFਖ਼DJFOUT PG UIF VOEFSMZJOH QPMZOPNJBM BOE IFODF JOGPSNBUJPO BCPVU f(0)
UIF TFDSFU� य़JT JT VOQBMBUBCMF JG XF XBOU QFSGFDU TFDSFDZ�

.PSFPWFS XIFO ZPV VTF NPEVMBS BSJUINFUJD ZPV DBO QSPWF UIBU QJDLJOH B VOJGPSNMZ
SBOEPN (d+ 1)�UI QPJOU JO UIF TFDSFU TIBSJOH TDIFNF XJMM QSPEVDF B VOJGPSNMZ SBOEPN
EFDPEFE ۠TFDSFUۡ f(0)� य़BU JT VOJGPSNMZ SBOEPN CFUXFFO 0 BOE p� 8JUIPVU CPVOEJOH
UIF BMMPXFE TJ[F PG UIF JOUFHFST JU EPFTOU NBLF TFOTF UP IBWF B ۠VOJGPSNۡ EJTUSJCVUJPO�
"T B DPOTFRVFODF JU JT IBSEFS UP EFOF BOE JOUFSQSFU UIF TFDVSJUZ PG TVDI B TDIFNF�

'JOBMMZ GSPN EJTDVTTJPOT *WF IBE XJUI QFPQMF VTJOH UIJT TDIFNF JO JOEVTUSZ QPMZOP�
NJBM JOUFSQPMBUJPO JT OPU GBTU FOPVHI GPS NPEFSO BQQMJDBUJPOT� 'PS FYBNQMF POF NJHIU
XBOU UP EP TFDSFU TIBSJOH CFUXFFO UISFF QBSUJFT BU TUSFBNJOH�WJEFP SBUFT� 3BUIFS POF
TIPVME VTF TP�DBMMFE ۠MJOFBSۡ TFDSFU TIBSJOH TDIFNFT XIJDI BSF CBTFE PO TZTUFNT PG MJO�
FBS FRVBUJPOT� 4VDI TDIFNFT BSF CFTU BOBMZ[FE GSPN UIF QFSTQFDUJWF PG MJOFBS BMHFCSB UIF
UPQJD PG $IBQUFS ���





$IBQUFS �

0O 1BDF BOE 1BUJFODF

:PV FOUFS UIF टSTU SPPN PG UIF NBOTJPO BOE JUڣT DPNQMFUFMZ EBSL� :PV TUVNCMF BSPVOE
CVNQJOH JOUP UIF GVSOJUVSF CVU HSBEVBMMZ ZPV MFBSO XIFSF FBDI QJFDF PG GVSOJUVSF JT�
'JOBMMZ BࡄFS TJY NPOUIT PS TP ZPV टOE UIF MJHIU TXJUDI ZPV UVSO JU PO BOE TVEEFOMZ
JUڣT BMM JMMVNJOBUFE� :PV DBO TFF FYBDUMZ XIFSF ZPV XFSF� FOࡋ ZPV NPWF JOUP UIF OFYU
SPPN BOE TQFOE BOPUIFS TJY NPOUIT JO UIF EBSL� 4P FBDI PG UIFTF CSFBLUISPVHIT XIJMF
TPNFUJNFT UIFZڣSF NPNFOUBSZ TPNFUJNFT PWFS B QFSJPE PG B EBZ PS UXP UIFZ BSF UIF
DVMNJOBUJPO PG BOE DPVMEOڣU FYJTU XJUIPVU UIF NBOZ NPOUIT PG TUVNCMJOH BSPVOE JO UIF
EBSL UIBU QSFDFEF UIFN�

OESFX"ڝ 8JMFT PO XIBU JUڣT MJLF UP EP NBUIFNBUJDT SFTFBSDI�

8F MFBSOFE B MPU JO UIF MBTU DIBQUFS� 0OF BTQFDU UIBU TUBOET PVU JT KVTU IPX TMPX UIF
QSPDFTT PG MFBSOJOH VOGBNJMJBS NBUI DBO CF� * UPME ZPV UIBU FWFSZ UJNF ZPV TFF B EFOJUJPO
PS UIFPSFN ZPV IBE UP TUPQ BOE XSJUF TUV EPXO UP VOEFSTUBOE JU CF॒FS� #VU UIJT JTOU
BMM UIBU EJFSFOU GSPN QSPHSBNNJOH� &YQFSJFODFE DPEFST LOPX XIFO UP SF VQ B 3&1-
PS EFCVHHFS PS XSJUF UFTU QSPHSBNT UP JTPMBUF IPX B OFX GFBUVSF XPSLT�

य़F NBJO EJFSFODF GPS VT JT UIBU NBUIFNBUJDT IBT OP EFCVHHFS PS 3&1-� य़FSF JT OP
SFGFSFODF JNQMFNFOUBUJPO� .BUIFNBUJDJBOT PॏFO HFU BSPVOE UIJT IVSEMF CZ DPOWFSTBUJPO
BOE * FODPVSBHF ZPV UP OE B GSJFOE UP XPSL UISPVHI UIJT CPPLXJUI� "T8JMMJBNय़VSTUPO
XSJUFT JO IJT JOVFOUJBM FTTBZ ۠0O 1SPPG BOE 1SPHSFTT JO .BUIFNBUJDTۡ NBUIFNBUJDBM
LOPXMFEHF JT FNCFEEFE JO UIF NJOET BOE UIF TPDJBM GBCSJD PG UIF DPNNVOJUZ PG QFPQMF
UIJOLJOH BCPVU B UPQJD� #PPLT BOE QBQFST TVQQPSU UIJT CVU UIF IJHIFS VQ ZPV HP UIF
GBSUIFS UIF QSJNBSZ TPVSDFT TUSBZ GSPN UFYUCPPLT�

*G ZPV BSF SFBEJOH UIJT CPPL BMPOF ZPV IBWF UP QMBZ UIF SPMFT PG UIF QSPHSBN XSJUFS
UIF UFTUFS BOE UIF DPNQJMFS� य़F XSJUFS GPS XIFO ZPVSF DPOKVSJOH OFX JEFBT BOE BTLJOH
RVFTUJPOT� UIF UFTUFS GPS XIFO ZPVSF SFBEJOH UIFPSFNT BOE EFOJUJPOT� BOE UIF DPNQJMFS
UP DIFDL ZPVS JOUVJUJPO BOE IVODIFT GPS CVHT� य़JT PॏFO TMPXT SFBEJOHNBUIFNBUJDT EPXO
UP B DSBXM GPS OPWJDFT BOE FYQFSUT BMJLF� .BUIFNBUJDJBOT BMXBZT SFBE XJUI B QFODJM BOE
OPUFQBE IBOEZ�

8IFO ZPV STU SFBE B UIFPSFN ZPV FYQFDU UP CF DPOGVTFE� -FU NF TBZ JU BHBJO� UIF
SVMF JT UIBU ZPV BSF DPOGVTFE UIF FYDFQUJPO JT UIBU FWFSZUIJOH JT DMFBS� .BUIFNBUJDBM
DVMUVSF SFRVJSFT CFJOH DPNGPSUBCMF CFJOH BMNPTU DPOUJOVPVTMZ JO B TUBUF PG MJ॒MF UP OP

��
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VOEFSTUBOEJOH� *UT B IVNCMF MJGF CVU PODF ZPV OBJM EPXO XIBU FYBDUMZ JT VODMFBS ZPV
DBO NBLF QSPHSFTT UPXBSE VOEFSTUBOEJOH� य़F FBTJFTU XBZ UP EP UIJT JT CZ XSJUJOH EPXO
MPUT PG FYBNQMFT CVU JUT OPU BMXBZT QPTTJCMF UP EP UIBU� 8FWF BMSFBEZ TFFO BO FYBNQMF
B UIFPSFN BCPVU UIF JNQPTTJCJMJUZ PG IBWJOH B OPO[FSP QPMZOPNJBM XJUI NPSF SPPUT UIBO
JUT EFHSFF�

*O UIF RVPUF BU UIF CFHJOOJOH PG UIJT DIBQUFS "OESFX8JMFT EJTDVTTFTXIBU JUT MJLF UP EP
NBUIFNBUJDBM SFTFBSDI CVU UIF TBNF BOBMPHZ IPMET GPS MFBSOJOH NBUIFNBUJDT� 4QFBLJOH
XJUI FYQFSJFODFE NBUIFNBUJDJBOT BOE SFBEJOH UIFJS CPPLT NBLFT ZPV GFFM MJLF BO JEJPU�
8IBUFWFS UIFZSF TBZJOH JT UIF NPTU CBTJD JEFB JO UIF XPSME BOE ZPV CBSFMZ TUVNCMF BMPOH�
.Z GBWPSJUF ESBNBUJD FNCPEJNFOU PG UIJT GFFMJOH JT BO FQJTPEF PG B :PV5VCF TFSJFT DBMMFE
,JE 4OJQQFUT JO XIJDI DIJMESFO BSF BTLFE UP QSFUFOE UP CF JO B NBUI DMBTT XIJMF BEVMU
BDUPST BDU JU PVU VTJOH EVCCFE WPJDFT�� य़F PMEFS DIJME USJFT UP FYQMBJO UP UIF ZPVOHFS DIJME
IPX UP TVCUSBDU BOE UIF MJ॒MF LJE KVTU EPFTOU HFU JU� "TJEF GSPN CFJOH BCTPMVUFMZ IJMBSJPVT
UIF WJEFP IBT B EFFQ BOE QSPCBCMZ VOJOUFOUJPOBM USVUI UIBU UIF NPSF NBUIFNBUJDT ZPV
USZ UP MFBSO UIF NPSF ZPV GFFM MJLF UIF QPPS TUVEFOU� य़F WJEFP FTQFDJBMMZ SFTPOBUFT XIFO
UPXBSE UIF FOE UIF UFBDIFS BTLT ۠%P ZPV HFU JU OPX ۡ BOE UIF TUVEFOU QBVTFT BOE TMPXMZ
TBZT ۠:FT�ۡ य़BU ZFT JT UIF FEHMJOH NBUIFNBUJDJBO TBZJOH ۠* PCWJPVTMZ EPOU VOEFSTUBOE
CVU *WF BDDFQUFE JU BOE XJMM USZ UP VOEFSTUBOE JU MBUFS�ۡ

*WF CFFO JO UIF TUVEFOUT TIPFT B UIPVTBOE UJNFT� *OEFFE JG *N OPU JO UIPTF TIPFT BU
MFBTU PODF B EBZ UIFO JU XBTOU B QSPEVDUJWF EBZ� * TBZ BU MFBTU B EP[FO TUVQJE UIJOHT EBJMZ
BOE UIJOL DPVOUMFTTMZ NBOZ NPSF TUVQJE UIPVHIUT JO TFBSDI PG JOTJHIU� *UT B SBSF NPNFOU
XIFO * UIJOL ۠*N HPJOH UP TPMWF UIJT QSPCMFN * EPOU BMSFBEZ LOPX IPX UP TPMWFۡ BOE
UIFSF JT OP TVCTFRVFOU DSJTJT� &WFO JO SFBEJOHXIBU TIPVME CF CBTJD NBUIFNBUJDBM NBUFSJBM
	UIFSFT B IVHF MJTU PG UIJOHT UIBU * BN FNCBSSBTTFE UP CF JHOPSBOU BCPVU
 * OE NZTFMG
NFOUBMMZ DSZJOH PVU ۠)PX UIF IFMM EPFT UIBU TUBUFNFOU GPMMPXۡۿ

* IBE B DPOWFSTBUJPO XJUI BO JNNFOTFMZ UBMFOUFE DPMMFBHVF B GBS NPSF UBMFOUFE NBUI�
FNBUJDJBO UIBO * JO XIJDI TIF TBJE 	* QBSBQISBTF
 ۠*G * TQFOE BO FOUJSF EBZ BOE BMM * EP JT
VOEFSTUBOE UIJT POF GFBUVSF PG UIJT POF PCKFDU UIBU * EJEOU VOEFSTUBOE CFGPSF UIFO UIBUT B
HSFBU EBZ�ۡ 8F BMM IBWF UP CVJME VQ JOTJHIU PWFS UJNF BOE JUT B TMPX BOE BSEVPVT QSPDFTT�
*O "OESFX 8JMFTT BOBMPHZ NZ GSJFOE JT TUJMM JO UIF EBSL SPPN CVU TIFT GFFMJOH TPNF
PCKFDU QSFDJTFMZ FOPVHI UP VOEFSTUBOE UIBU JUT B WBTF� 4IF TUJMM IBT OP JEFB XIFSF UIF
MJHIU TXJUDI JT BOE UIF WBTF NJHIU HJWF IFS OP JOEJDBUJPO BT UP XIFSF UP MPPL OFYU� #VU
JG QJFDF CZ QJFDF TIF DBO DPOTUSVDU B DMFBS FOPVHI QJDUVSF PG UIF SPPN JO IFS NJOE UIFO
TIF XJMM OE UIF TXJUDI� 8IBU LFFQT IFS HPJOH JT UIBU TIF LOPXT FOPVHI MJ॒MF JOTJHIUT
XJMM MFBE IFS UP B CSFBLUISPVHI XPSUI IBWJOH�

य़PVHI TIF JT XPSLJOH PO GBS NPSF DPNQMJDBUFE BOE BCTUSBDU NBUIFNBUJDT UIBO ZPV
BSF MJLFMZ UP XF NVTU BMM BEPQU IFS B॒JUVEF JG XF XBOU UP MFBSO NBUIFNBUJDT� *G JU TPVOET
MJLF BMM PG UIJT XJMM UBLF XBZ UPP NVDI PG ZPVS UJNF 	BMM EBZ UP MFBSO B TJOHMF MJ॒MF UIJOH�

SFNFNCFS UXP UIJOHT� 'JSTU NZ DPMMFBHVF XPSLT PO NVDI NPSF BCTUSBDU BOE EJਖ਼DVMU
NBUIFNBUJDT UIBO UIF BWFSBHF QSPHSBNNFS JOUFSFTUFE JO NBUIFNBUJDT XPVME FODPVOUFS�
4IFT MPPLJOH GPS UIF NFUB�JOTJHIUT UIBU BSF NBOZ MFWFMT BCPWF UIF JOTJHIUT GPVOE JO UIJT

� :PV DBO XBUDI JU BU ?iiT,ffvQmimX#2fE/t1�iNR.dF
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CPPL� "T XFMM TFF JO $IBQUFS �� JOTJHIUT BSF MJLF B MBEEFS BOE FWFSZ SVOH JT VTFGVM�
4FDPOE UIF NPSF ZPV QSBDUJDF SFBEJOH BOE BCTPSCJOH NBUIFNBUJDT UIF CF॒FS ZPV HFU
BU JU� 8IFO NZ DPMMFBHVF TBZT TIF TQFOU BO FOUJSF EBZ VOEFSTUBOEJOH TPNFUIJOH TIF
Fਖ਼DJFOUMZ BQQMJFE UPPMT TIF IBE CVJMU VQ PWFS UJNF� 4IF IBT B CBOL PG FYBNQMFT UP CPMTUFS
IFS� 4IF LOPXT IPX UP DZDMF UISPVHI BQQMJDBCMF QSPPG UFDIOJRVFT BOE IPX UP TXJUDI
CFUXFFO EJFSFOU SFQSFTFOUBUJPOT UP TFF JG B EJFSFOU QFSTQFDUJWF IFMQT� 4PNF PG UIFTF
UFDIOJRVFT BSF EFTDSJCFE JO "QQFOEJY #�

#VU NPTU JNQPSUBOUMZ TIFT CFJOH JORVJTJUJWF� )FS KPVSOFZ JT MFE BT NVDI CZ IFS UBTL
BT CZ IFS DVSJPTJUZ� "T NBUIFNBUJDJBO 1BVM )BMNPT TBJE JO IJT CPPL ۠* 8BOU UP CF B
.BUIFNBUJDJBOۡ

%POڣU KVTU SFBE JU� टHIU JU� "TL ZPVS PXO RVFTUJPOT MPPL GPS ZPVS PXO FYBNQMFT EJTDPWFS
ZPVS PXO QSPPGT�

.BUIFNBUJDJBO 5FSFODF 5BP FYQBOET PO UIJT JO IJT FTTBZ ۠"TL ZPVSTFMG EVNC
RVFTUJPOTۘBOE BOTXFS UIFN�ۡ

8IFO ZPV MFBSO NBUIFNBUJDT XIFUIFS JO CPPLT PS JO MFDUVSFT ZPV HFOFSBMMZ POMZ TFF
UIF FOE QSPEVDUڞWFSZ QPMJTIFE DMFWFS BOE FMFHBOU QSFTFOUBUJPOT PG B NBUIFNBUJDBM UPQJD�
)PXFWFS UIF QSPDFTT PG EJTDPWFSJOH OFX NBUIFNBUJDT JT NVDI NFTTJFS GVMM PG UIF QVSTVJU
PG EJSFDUJPOT XIJDI XFSF OBJWF GSVJUMFTT PS VOJOUFSFTUJOH�

8IJMF JU JT UFNQUJOH UP KVTU JHOPSF BMM UIFTF ڧGBJMFEڦ MJOFT PG JORVJSZ BDUVBMMZ UIFZ UVSO PVU
UP CF FTTFOUJBM UP POFڣT EFFQFS VOEFSTUBOEJOH PG B UPQJD BOE 	WJB UIF QSPDFTT PG FMJNJOBUJPO

टOBMMZ [FSPJOH JO PO UIF DPSSFDU XBZ UP QSPDFFE�

4P POF TIPVME CF VOBGSBJE UP BTL ڧTUVQJEڦ RVFTUJPOT DIBMMFOHJOH DPOWFOUJPOBM XJTEPN PO
B TVCKFDU� UIF BOTXFST UP UIFTF RVFTUJPOT XJMM PDDBTJPOBMMZ MFBE UP B TVSQSJTJOH DPODMVTJPO
CVU NPSF PࡄFO XJMM TJNQMZ UFMM ZPV XIZ UIF DPOWFOUJPOBM XJTEPN JT UIFSF JO UIF टSTU QMBDF
XIJDI JT XFMM XPSUI LOPXJOH�

4P ZPVMM HFU DPOGVTFE� 8F BMM EP� " HPPE SFNFEZ JT OEJOH UIF SJHIU QBDF UP NBLF
TUFBEZ QSPHSFTT� "OE XIFO JO EPVCU TUBSU TMPX�


